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1 ⼀元随机变量

上⾯介绍了⼀般的概率空间构建所需要的步骤，即⼀个概率空间 (Ω,F ,P)，
我们需要⼀个样本空间 Ω，⼀个性质良好的集合族 F 以及定义在这个集合族上
的概率函数 P。特别地，当我们选取样本空间 Ω = R 时，我们有 Borelσ-代数
B 以及由分布函数 F 定义的概率函数 P 组成的概率空间 (R,B, P )。

尽管对于⼀般的样本空间 Ω，我们都可以使⽤以上的⽅法构建概率空间，然
⽽很多时候，直接对原始的样本空间 Ω 和集合族 F 进⾏分析并不是⾮常的⽅
便。⽐如，Ω 作为样本空间，我们并没有限制 Ω 具有代数结构，因⽽⼀般我
们不能对样本点进⾏加减等运算。再⽐如如果我们的研究对象为抛 1000 次硬
币，那么我们的样本空间有 21000 个元素，⽽这些元素不能相加相减（⽐如没有
正⾯+正⾯ 这样的运算）。为了⽅便分析，我们⼀般会把原始的概率空间 Ω 映
射到实轴 R 上进⾏分析，于是就有了随机变量的概念。

定义 1. （随机变量）对于概率空间 (Ω,F ,P)，映射 X : Ω → R∗ 满⾜：对于
任意的 B ∈ B，有：

X−1 (B)
∆
= {ω : X (ω) ∈ B} ∈ F

那么我们称 X 为随机变量（random variable, r.v.）。

例 1. 对于抛硬币的实验，Ω = {H,T}，我们可以定义⼀个随机变量 X 如下：X (H) = 0

X (T ) = 1

对于 F = {∅, {H} , {T} ,Ω}，我们有 X−1 (0) = {H} , X−1 (1) = {T}，对于其
他任何 Borel集 B，如果 1 ∈ B 则 T ∈ X−1 (B)，如果 0 ∈ B 则 H ∈ X−1 (B)。
如此我们便定义了⼀个 Ω → R∗ 的随机变量 X。

例 2. 对于泊松分布，其 Ω = {0, 1, 2 . . .} = Z，定义 X (ω) = ω, ω ∈ Z，同上，
我们定义了从⾃然数集合 Z → R 的随机变量 X。
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例 3. 电灯泡的寿命的样本空间为 Ω = (0,+∞)，我们可以定义 X (ω) = ω, ω ∈
Ω，如此我们定义了从正实数集 R+ → R 的随机变量 X。

在此之前我们定义了离散型的样本空间和离散型的分布函数，以上例 (1)
和例 (2) 都属于这种情况。下⾯我们来定义离散型的随机变量：

定义 2.（离散型随机变量）如果存在⼀个可数集 B ∈ B，满⾜ P (X ∈ B) = 1，
则随机变量 X 成为离散型随机变量。

在得到随机变量的定义之后，我们还需要定义在 (R∗,B) 上的概率函数才
能完成随机变量的概率空间的定义。由于随机变量是定义在⼀个⼀般的样本空
间 Ω 及其对应的概率空间 (Ω,F ,P) 上，因⽽⾃然的想法是使⽤原概率空间中
的概率函数 P 来定义 (R∗,B) 上的新的概率函数 P。

定理 1. 对于⼀个随机变量 X : Ω → R，定义

PX (B) = P
(
X−1 (B)

)
= P ({ω : X (ω) ∈ B})

则 PX 为概率函数，(R,B, PX) 为概率空间，我们称 (R,B, PX) 为 (Ω,F ,P)

导出的概率空间。

例 4. 对于例 (1)中的随机变量 X，如果原概率空间 (Ω,F ,P)中定义P (H) =

P (T ) = 0.5，则 PX ({1}) = P
(
X−1 (1)

)
= P (T ) = 0.5，同理可定义 P ({0})，

从⽽完成概率空间 (R,B, PX) 的定义。

在此之前，我们定义了分布函数，⽽对于每⼀个随机变量，由于其值域均为
R，因⽽其总对应⼀个分布函数。

定义 3. （累积分布函数）对于⼀个随机变量 X，函数

FX (x) = PX ((−∞, x]) = P
(
X−1 ((−∞, x])

)
,∀x ∈ R

为⼀个分布函数（满⾜分布函数定义的要求），我们称其为累积分布函数（cu-
mulative distribution function, c.d.f.）。

对于随机变量来说，累积分布函数包含了所有概率函数 PX 的信息，因⽽使
⽤ PX 和使⽤累积分布函数 FX 是等价的。因⽽我们通常使⽤标记 X ∼ FX (x)

表⽰随机变量 X 服从 FX 分布。此外，如果随机变量 X 和 Y 具有同样的分
布，则记为 X ∼ Y。

例 5. （累积分布函数）泊松分布和 Logistic 分布函数如图 (1.1) 和 (1.2) 所⽰：

定义 4. 如果两个随机变量的累积分布函数 FX (x) = FY (x)，则我们称两个随
机变量同分布。
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总结⼀下，图 (2) 回顾了从原概率空间 (Ω,F ,P) 定义随机变量 X 并定义
新的概率空间 (R,B, PX)，并在此基础上定义分布函数的整个过程。由于随机
变量极⼤的简化了分析，因此下⾯的分析中主要以随机变量为主要研究⼿段研
究概率与统计问题。

虽然累计分布函数描述了随机变量的所有特征，然⽽很多时候，使⽤概率
密度函数可以使分析和计算更为便利。

定义 5. 对于离散随机变量，概率质量函数（probability mass function, p.m.f）
定义为：

fX (x) = P (X = x) , for all x

定义 6. （概率密度函数）对于连续型随机变量，概率密度函数（probability
density function, p.d.f），fX (x) 定义为：

FX (x) =

∫ x

−∞
fX (t) dt, for all x

例 6.（概率密度函数）泊松分布的 p.m.f如图 (1.3)所⽰，Logistic分布的 p.d.f
如图 (1.2) 所⽰。

2 期望及其性质

2.1 期望的定义与性质

数学期望（mathematical expectation）的概念在概率论和统计学中有着
最⼴泛的应⽤。在⼀个⼀般的概率空间 (Ω,F ,P) 中，数学期望实际上就是在
这个概率空间中的积分。下⾯我们将给出⼀个在⼀般的概率空间中期望（积分）
的定义。

定义 7. （离散型随机变量的期望）在概率空间 (Ω,F ,P) 中，对于正的离散型
随机变量 X：

X (ω) = bj if ω ∈ Λj

其中 Λj 为样本空间 Ω 的划分，bj ≥ 0。期望定义为：

E (X) =
∑
j

bjP (Λj)

注意在上⾯的定义中，我们要求随机变量为离散型随机变量，⽽对于样本
空间是否离散并没有做假定。

例 7. 对于例 (2) 中定义的随机变量 X (ω) = ω, ω ∈ Z，其期望为：

E (X) =

∞∑
j=0

j · P ({j}) =
∞∑
j=0

j · λ
j

j!
e−λ = λ

∞∑
j=1

λj−1

(j − 1)!
e−λ = λ
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特别的，如果令 X (ω) = 1A (ω)，其中 1A 为指⽰函数，即：

1A (ω) =

1 if ω ∈ A

0 otherwise

那么其期望：

E (1A) = 1 · P (A) + 0 = P (A)

下⾯我们使⽤离散型随机变量的数学期望继续定义连续型随机变量的数学
期望。令 X 为定义在 (Ω,F ,P) 上任意的正的随机变量（X (ω) ≥ 0），定义集
合：

Λmn =

{
ω :

n

2m
≤ X (ω) <

n+ 1

2m

}
⊂ F

如此，对于任意⼀个 m，我们可以定义⼀个离散随机变量 Xm：

Xm (ω) =
n

2m
if ω ∈ Λmn

注意对于任意 m，有：

Xm (ω) ≤ Xm+1 (ω) ; 0 ≤ X (ω)−Xm (ω) <
1

2m
, ∀ω ∈ Ω

即 Xm 为单调递增的随机变量，从⽽

lim
m→∞

Xm (ω) = X (ω) ,∀ω ∈ Ω

根据以上离散随机变量的定义，Xm 的期望可以定义为：

E (Xm) =

∞∑
n=0

n

2m
P

({
n

2m
≤ X (ω) <

n+ 1

2m

})

如果存在⼀个 m 使得 E (Xm) = +∞，那么定义 E (X) = +∞，否则，定义：

E (X) = lim
m→∞

E (Xm)

如果上述极限存在且⼩于 +∞，我们称随机变量 X 是可积（integrable）的。
⾄此我们定义了任意正随机变量的期望。对于任意的随机变量 X，定义

X+ (ω) = max {X (ω) , 0}，X− (ω) = max {−X (ω) , 0}，则 X = X+ − X−，
|X| = X+ +X−。X+ 和 X− 都是正的随机变量，如果 |X| 是可积的，那么我
们称随机变量 X 是可积的，此时可以定义随机变量 X 的期望为：

E (X) = E
(
X+
)
− E

(
X−)
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⾄此，任意随机变量的期望即定义完毕。由于该期望是由概率函数 P 定义的，
我们⼀般记期望为：

E (X) =

∫
Ω

X (ω)P (dω)

更⼀般的，对于 A ∈ F，定义随机变量 X 在集合 A 上的积分为：∫
A

X (ω)P (dω) = E (X · 1A) =
∫
Ω

X (ω) · 1A (ω)P (dω)

特别的，令 X (ω) = 1 为退化的随机变量，根据以上积分的定义，同样有：

P (A) = E (1A) =

∫
A

P (dω)

积分有以下性质：

定理 2. （积分的性质）

1.（线性性）
∫
A
(aX (ω) + bY (ω))P (dω) = a

∫
A
X (ω)P (dω)+b

∫
A
Y (ω)P (dω)

2.（可加性）如果 An 不相交，则
∫∪

n An
XP (dω) =

∑
n

∫
An

XP (dω)

3. 如果在 A 上，X ≥ 0 a.s.，则
∫
A
XP (dω) ≥ 0

4.（单调性）如果在 A上，X1 ≤ X ≤ X2a.s.，则
∫
A
X1P (dω) ≤

∫
A
XP (dω) ≤∫

A
X2P (dω)

5.（均值定理）如果在 A上有 a ≤ X ≤ ba.s.，那么 aP (A) ≤
∫
A
XP (dω) ≤

bP (A)

6.
∣∣∫

A
XP (dω)

∣∣ ≤ ∫
A
|X|P (dω)

7.（有界收敛定理）如果 limn→∞Xn = X a.s.，且存在⼀个常数 M 使得
∀n : |Xn| ≤M a.s.，那么

lim
n→∞

∫
A

XnP (dω) =

∫
A

XP (dω) =

∫
A

(
lim

n→∞
Xn

)
P (dω) (1)

8.（单调收敛定理）如果 Xn ≥ 0 且 Xn ↑ X a.s.，那么 (1) 式成⽴

9.（控制收敛定理）如果 limn→∞Xn = X a.s.，且存在⼀个随机变量 Y 使得
|Xn| ≤ Y a.s.，且

∫
A
YP (dω) <∞，则 (1) 式成⽴。

10. 如果
∑

n

∫
A
|Xn|P (dω) <∞，那么

∑
n |Xn| <∞ a.s. on A，从⽽∫

A

∑
n

XnP (dω) =
∑
n

∫
A

XnP (dω)
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由于期望即定义为 Ω 上的积分，因⽽以上性质对于期望都成⽴，⽐如由积
分的线性性可以得到期望的线性性：

E (aX + bY ) = aE (X) + bE (Y )

⽽定理 (2.7-2.9) 则解决了极限符号和积分符号互换的问题。注意如果不满⾜以
上定理的条件，积分和极限符号不必然可以互换。

例 8. （积分与极限互换）如果令 Ω = R，分布函数为：

F (ω) =


0 ω < −1

1
2ω + 1

2 −1 ≤ ω ≤ 1

1 ω > 1

即在 [−1, 1] 上的均匀分布，进⽽使⽤此分布函数构建 R 上的概率测度 P。随机
变量

Xn (ω) =

0 if |ω| > 1
n

n if |ω| ≤ 1
n

因⽽除了在⼀个点 ω = 0 处之外，limn→∞Xn (ω) = 0，或者 limn→∞Xn (ω) =

0 a.s.，因⽽1 ∫
Ω

lim
n→∞

XnP (dω) = 0

然⽽由于
∫
Ω
XnP (dω) = 1，因⽽ limn→∞

∫
Ω
XnP (dω) = 1。因⽽在这个例⼦

⾥ limn→∞
∫
Ω
XnP (dω) ̸=

∫
Ω

limn→∞XnP (dω)。

以上我们介绍了数学期望的定义，然⽽给定⼀个随机变量，使⽤概率空
间 (Ω,F ,P) 计算数学期望⾮常不⽅便，我们通常希望使⽤导出的概率空间
(R,B, P ) 计算数学期望，因此我们有以下定理：

定理 3. 如果概率空间 (Ω,F ,P) 根据定理 (1) 导出了概率空间 (R,B, P )，令
g 为⼀个可测函数，则：

E (g (X)) =

∫
Ω

g (X (ω))P (dω) =

∫
R
g (x)P (dx)

如果等式两边积分都存在。

如果 F 为对应于概率函数 P 的分布函数，则在 (a, b]上的积分也可以写为：∫
(a,b]

g (x)P (dx) =

∫
(a,b]

g (x) dF (x)

1在定义积分时，当遇到 0 · ∞ 时，定义 0 · ∞ = 0。



2 期望及其性质 8

因⽽随机变量 X 的数学期望可以写为：

E (X) =

∫
R
xdF (x)

此外，根据积分以及分布函数的定义：∫
(a,b]

dF (x) = P ((a, b]) = F (b)− F (a)

例 9. （Cauchy 分布的期望）Cauchy 的密度函数为：

f (x) =
1

π (1 + x2)

如果⼀个随机变量服从 Cauchy 分布，则：

E (|X|) =
∫
R

|x|
π

1

1 + x2
dx =

2

π

∫
[0,∞)

x

1 + x2
dx

对于任意正数 M :

∫
[0,M ]

x

1 + x2
dx =

log
(
1 + x2

)
2

∣∣∣∣∣
M

0

=
log
(
1 +M2

)
2

因此：
E (|X|) = 1

π
lim

M→∞
log
(
1 +M2

)
= ∞

因⽽该随机变量是不可积的。

对于任意的正数 p，如果 E (|X|p) <∞，则记 X ∈ Lp = Lp (Ω,F ,P)。对
于整数 r，随机变量 X 的 r 阶矩被定义为 E (Xr)。⼀阶矩即为随机变量 X 的
期望。此外，随机变量 X 的 r 阶中⼼矩被定义为 E ([X − E (X)]

r
)。特别的，

当 r = 2 时，2 阶中⼼矩即为随机变量的⽅差（variance），记为 Var (X) 或者
σ2 (X)，标准差（standard deviation）定义为 σ (X) =

√
Var (X)。X 的⽅差

可以使⽤⼀阶和⼆阶矩计算得到：

Var (X) = E
(
[X − E (X)]

2
)
= E

(
X2 − 2E (X) ·X + E (X)

2
)

= E
(
X2
)
− 2E (X)

2
+ E (X)

2
= EX2 − (EX)

2

注意 EX2 ≥ (EX)
2。此外，根据⽅差定义，有 Var (aX + b) = a2Var (X)。

除了前两阶矩之外，经常我们还会关⼼更⾼阶的矩。其中，偏度（skewness）
和峰度（kurtosis）是最经常被关⼼的⾼阶矩。其中偏度为随机变量的三阶中⼼
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矩，即定义：

γ = E

([
X − E (X)

σ (X)

]3)
如果 X 为对称分布，那么必然有 γ = 0。顾名思义，偏度与分布的不对称性有
关，如图 (3.a) 所⽰，当 γ > 0 时，分布函数右边的尾巴⽐较厚，我们称其分布
为右偏，反之为左偏。

⽽峰度则是随机变量的四阶中⼼矩，即：

Kurt (X) = E

([
X − E (X)

σ (X)

]4)
=

E
(
[X − E (X)]

4
)

[Var (X)]
2

尽管我们⼀般将其称为「峰度」，然⽽这⼀称呼并不准确，更准确的称呼应该为
「尾厚度」。如图 (3.a) 所⽰，其中 RC 代表 Raised cosine 分布。如果⽐较正态
分布，会发现正态分布的尾巴⽐ Raised cosine 分布要厚，⽽相应的正态分布的
峰要「尖」⼀点，所以我们经常说「尖峰厚尾」。实际上，正态分布的峰度为 3，
⽽图中 Raised cosine 分布的峰度约为 2.40623 < 3。

然⽽注意到，峰度⼤的并不⼀定代表峰更「尖」，⽽仅仅是尾巴更「厚」。如
图中 Laplace 分布和 Cauthy 分布相⽐，Laplace 分布的峰更尖，但是其峰度⼩
于 Cauthy 分布的峰度。实际上，Cauthy 分布的峰度为 +∞。因⽽判断峰度时，
不能顾名思义只看其峰的尖锐程度，⽽应该看尾巴的厚度。

我们⼀般会把峰度与正态分布的峰度相⽐，定义超额峰度（excess kurtosis）
为峰度减 3，因⽽如果超额峰度 > 0，那么其尾巴⽐正态分布的尾巴要厚，⽽如
果超额峰度 < 0，那么其尾巴要⽐正态分布的尾巴要薄。
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2.2 积分与导数互换

在实际应⽤中，我们经常需要对积分进⾏求导，⽐如：

d

dθ

∫
R
g (x, θ) dF (x)

然⽽积分常常难以计算，经常我们希望使⽤：∫
R

dg (x, θ)

dθ
dF (x)

来计算。然⽽这⼀计算⽅法是有条件的。

定理 4. （积分与微分互换）如果函数 g (x, θ) 在 θ = θ0 处可微，即对于任意
x，极限

lim
δ→0

g (x, θ0 + δ)− g (x, θ0)

δ
=

∂

∂θ
g (x, θ)

∣∣∣∣
θ=θ0

存在，并且存在⼀个函数 h (x, θ0) 以及⼀个常数 δ0，有

1. 对于任意的 x 和 |δ| ≤ δ0，有：
∣∣∣ g(x,θ0+δ)−g(x,θ0)

δ

∣∣∣ ≤ h (x, θ0)

2.
∫
R h (x, θ0) dF (x) <∞

那么：
d

dθ

∫
R
g (x, θ) dF (x)

∣∣∣∣
θ=θ0

=

∫
R

[
dg (x, θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θ0

]
dF (x)

该定理即控制收敛定理的应⽤。该定理表明，在⼀定的条件下，积分与微分
操作可以交换顺序。在该条件成⽴下，进⼀步我们有莱布尼茨法则：

定理 5. （Leibnitz 法则）如果 g (x, θ) , a (θ) , b (θ) 对 θ 可微，那么：

d

dθ

∫ b(θ)

a(θ)

g (x, θ) dx = g (b (θ) , θ)
d

dθ
b (θ)−g (a (θ) , θ) d

dθ
a (θ)+

∫ b(θ)

a(θ)

∂

∂θ
g (x, θ) dx

2.3 常⽤不等式

下⾯我们介绍⼏个常⽤的不等式。

定理 6. （Chebyshev 不等式）如果函数 ψ 满⾜：ψ (u) = ψ (−u) ≥ 0，且在
(0,∞) 上单调递增，X 为随机变量，且 ψ (X) <∞，则对于 u > 0，有：

P (|X| ≥ u) ≤ E [(ψ (X))]

ψ (u)

Proof. 根据均值定理：

E [ψ (X)] =

∫
Ω

ψ (X)P (dω) ≥
∫
{|X|≥u}

ψ (X)P (dω) ≥ ψ (u)P (|X| ≥ u)



3 随机变量的变换 11

x

y

ψ(x)

ψ(Ex)
Eψ(x)

Eψ(x) ≤ ψ(Ex)
for concave function.

图 4: Jensen 不等式

特别的，令 Y = [X−E(X)]
σ(X) ，则 E (Y ) = 0，E

(
Y 2
)
= 1。令 ψ (x) = x2，有：

P (|Y | ≥ u) ≤ 1

u2

定理 7. （Jensen 不等式）如果 ψ 为凹函数，且随机变量 X 和 ψ (X) 可积，
则：

ψ (E (X)) ≥ E [ψ (X)]

Jensen 不等式表明，对于⼀般的⾮线性函数，期望的函数与函数的期望并
不相等，如图 (4) 所⽰。

作为 Jensen 不等式的⼀个应⽤，考虑 0 < r < s，并令 p = s
r > 1，注意

ψ (x) = |x|p 为凸函数，因⽽根据 Jensen 不等式，有：

E (|X|rp) = E (|X|s) ≥ [E (|X|r)]p = [E (|X|r)]
s
r

整理之后可以得到：
E (|X|r) ≤ [E (|X|s)]

r
s

以上不等式被称为 Liapounov 不等式。

定理 8.（Cauchy-Schwarz 不等式）对于两个随机变量 X,Y，若满⾜可积性，
有：

|E (XY )| ≤ E (|XY |) ≤
[
E
(
|X|2

)] 1
2
[
E
(
|Y |2

)] 1
2

3 随机变量的变换

对于⼀个可测函数 g (·)R → R，Y = g (X) 也是⼀个随机变量。如果我们
已知 X 的分布，如何获得新的随机变量 Y 的分布呢？
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⾸先仿照随机变量的定义，我们定义函数 g (·) 对于⼀个集合的逆为：

g−1 (A) = {x ∈ R : g (x) ∈ A}

因⽽对于单点集 g−1 ({y}) = {x ∈ R : g (x) = y}。
对于离散型的随机变量 X，g (X)也是离散型的，因⽽随机变量 Y 的 p.m.f.

为：
fY (y) = P (Y = y) =

∑
x∈g−1({y})

P (X = x) =
∑

x∈g−1({y})

fX (x)

由此可以确定随机变量 Y = g (X) 的概率质量函数。
对于⼀个⼀般的随机变量 X，随机变量 Y = g (X) 的累积分布函数可以使

⽤如下定义计算：

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (g (X) ≤ y)

= P ({x : g (x) ≤ y})

=

∫
{x:g(x)≤y}

dFX

特别的，如果 g (·) 严格单调递增，则：

FY (y) = FX

(
g−1 (y)

)
如果 g (·) 严格单调递减，则：

FY (y) = 1− FX

(
g−1 (y)

)
现在，假设我们有⼀个随机变量 U ∼ Uniform (0, 1)，即 (0, 1) 区间上的

均匀分布，⽽ F (·) 为⼀个分布函数，我们可以定义⼀个新的随机变量 X =

F−1 (U)。注意如果分布函数 F (·) 存在「平台」，即 F (x) = c, for a ≤ x < b，
那么定义 F−1 (u) = inf {x : F (x) ≥ u}。注意对于⼀个存在「平台」的分布函数
F，F (x) = c, for a ≤ x < b，P (X ≤ x) = P (X ≤ a) , for a ≤ x < b，也就是
说如果某个随机变量的分布函数为 F，那么其取值在 [a, b) 范围内的概率为 0。
根据以上推理，随机变量 X = F−1 (U) 的分布函数为：

FX (x) =

∫
F−1(u)≤x

dG (u)

=

∫
F−1(u)≤x

du

=

∫
u≤F (x)

du

= F (x)
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其中第⼆个等号由于均匀分布的分布函数 G (u) = u, 0 ≤ u ≤ 1。这也就意味着，
如果我们有分布函数 F (·)，可以⽣成⼀个 (0, 1) 区间内的随机变量 U，进⽽⽣
成 X = F−1 (U)，那么我们就⽣成了⼀个新的随机变量，其分布函数为 F。

例 10. （指数分布）若 U ∼ Uniform (0, 1)，令 F (x) = 1− e−x, x > 0，即指
数分布的分布函数。令 X = F−1 (U)，则随机变量 X 的分布函数为：

FX (x) =

∫
F−1(u)≤x

dG (u)

=

∫
F−1(u)≤x

du

=

∫
u≤(1−e−x)

du

= 1− e−x

因⽽为了⽣成指数分布的随机变量，只要⽣成均匀分布 U，并令 X = − lnu 即
可。

在绝⼤多数计算机语⾔中，都有⽣成均匀分布的指令。⽐如在 C 语⾔中，
可以使⽤标准库 <stdlib.h> 中的 rand() 函数⽣成均匀分布：

double x=(double)rand()/RAND_MAX;

在 Python中，可以使⽤ Python标准库的 random包，或者 NumPy的 random
包，⽐如：

import random as rd
x=rd.random()

或者：

import numpy.random as nprd
x=nprd.random()

即可以⽣成均匀分布。在 Excel 中，也可以使⽤ RAND() ⽣成均匀分布的随机
数。

题ܠ

୞ܠ 1. 在研究中，对收⼊等变量取对数是⾮常常见的处理⼿段。如果 X > 0

代表总体收⼊，那么 E (X) 和 exp [E (lnX)] 哪⼀个更⼤？

୞ܠ 2. 如果 r.v.X ∼ Binomial (n, p)，求随机变量 Y = n −X 的概率质量函
数。
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୞ܠ 3. 求对数正态分布（Y = eX , X ∼ N (0, 1)）的概率密度函数。

୞ܠ 4. 证明：对于⼀个随机变量X ∼ FX，随机变量 Y = FX (X) ∼ Uniform (0, 1)。

୞ܠ 5. 使⽤任何编程语⾔，通过均匀分布⽣成 100 个 Logistic 分布（分布函
数 ex

1+ex）的随机数，并将理论的分布函数及其经验分布函数画在⼀张图中。其
中经验分布函数的定义为：

F̂ (x) =
1

N

N∑
i=1

1 (Xi ≤ x)

即样本中⼩于 x 的样本的 s ⽐例。观察两者是否贴近？⽣成 1000 个数据，重复
以上步骤，并⽐较两张图的差异。

୞ܠ 6. 使⽤任何编程语⾔，通过均匀分布⽣成 100 个服从泊松分布（λ = 1）
的随机数，并计算均值。
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