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1 离散分布

1.1 离散均匀分布

随机变量 X 服从离散均匀分布如果 P (X = x) = 1
N , x ∈ (a1, a2, ..., aN )。

• 期望：E (X) = 1
N

∑N
i=1 ai

• ⽅差：Var (X) = 1
N

∑N
i=1 (ai − EX)

2

1.2 伯努利分布

伯努利分布即伯努利试验（Bernoulli trial）的结果。伯努利试验即试验
结果只有两种可能性（成功，失败），独⽴重复 N 次的试验结果。⼀个随机变量
X 定义为 X = 1 if 成功, = 0 if 失败。如果成功的概率为 p，那么伯努利分布
（Bernoulli Distribution）X ∼ Ber (p) 即：

X =

1 with probability p

0 with probability 1− p
0 ≤ p ≤ 1

• 期望：E (X) = p

• ⽅差：Var (X) = p (1− p)

1.3 ⼆项分布

⼆项分布即独⽴重复 N 次伯努利实验，成功次数 Y =
∑N

i=1 Xi, Xi ∼
Ber (p) 的分布。简单计算可以得到，随机变量 Y 的概率质量函数：

P (Y = y|N, p) =

(
N

y

)
py (1− p)

N−y
, y = 1, 2, ..., N

我们成 Y 服从⼆项分布（Binomial Distribution），记为 Y ∼ Bi (N, p)。由于

对于任意的实数 a, b以及任意整数 N ≥ 0，有：(a+ b)
N

=
∑N

i=0

(
N

i

)
aibn−i，

1
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因⽽：

N∑
y=1

P (Y = y|N, p) =
N∑

y=0

(
N

y

)
py (1− p)

N−y
= (p+ 1− p)

N
= 1

• 期望：E (Y ) = Np

• ⽅差：Var (Y ) = Np (1− p)

1.4 负⼆项分布

⼆项分布关⼼在 N 次伯努利实验中成功的次数，⽽有时我们会关⼼为了达
到 r 次成功所必须要做的试验的次数。记 Z 为为了达到 r 次成功所需的试验次
数，那么事件 Z = z 即 z 次试验达到了 r 次成功，这⼀事件可以进⼀步分解为
在前 z− 1 次试验中得到了 r− 1 次成功，⽽第 r 次也成功了。所以其概率质量
函数为：

P (Z = z|r, p) =

(
z − 1

r − 1

)
pr−1 (1− p)

z−r · p

=

(
z − 1

r − 1

)
pr (1− p)

z−r
, z = r, r + 1, ...

我们称随机变量 Z 服从负⼆项分布（Negative Binomial Distribution），记
为 Z ∼ NB (r, p)。

下⾯计算 Z 的期望：

E (Z) =
∞∑
z=r

z ·

(
z − 1

r − 1

)
pr (1− p)

z−r

=
∞∑
z=r

z · (z − 1)!

(r − 1)! (z − r)!
pr (1− p)

z−r

=
r

p

∞∑
z=r

z!

r! (z − r)!
pr+1 (1− p)

z−r

z′=z+1,r′=r+1
=

r

p

∞∑
z′=r+1

(z′ − 1)!

(r′ − 1)! (z′ − r′)!
pr

′
(1− p)

z′−r′

NB (r + 1, p)的质量函数和为 1
=

r

p

同理可计算其⽅差。

• 期望：E (Z) = r
p

• ⽅差：Var (Z) = r(1−p)
p2
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1.5 ⼏何分布

⼏何分布（Geometric Distribution）是最简单形式的负⼆项分布，如果
⼀个随机变量 V ∼ NB (1, p)，则随机变量 V 服从⼏何分布：

P (V = v|p) = p (1− p)
v−1

我们记 V ∼ G (p)。⼏何分布具有⽆记忆性，即：

P (V > s|V > t) = P (V > s− t) , s > t

即在给定我们为了等待成功已经等了 t 次的情况下，还需要等待的次数跟已经
等待的次数是没有关系的。⽐如北京的车牌摇号，10 次没有中签的⼈跟 100 次
没有中签的⼈，其需要继续等待时间的分布是⼀样的。因⽽此分布不适于建模
带有⽣命长度的问题。

• 期望：E (V ) = 1
p

• ⽅差：Var (V ) = 1−p
p2

1.6 超⼏何分布

即在⼀个 N 个试验组成的总体中，有已知 K 次成功，从这 N 个总体中抽
取出 n 个样本，抽到的成功次数 M = k 的概率。我们称随机变量 M 服从超⼏
何分布（Hypergeometric Distribution），其概率质量函数为：

P (M = k|N,K, n) =

(
K

k

)(
N −K

n− k

)
(

N

n

)

• 期望：E (M) = n
N ·K

• ⽅差：Var (M) = nK
N

N−K
N

N−n
N−1

1.7 泊松分布

在第⼀节中我们研究了到达次数问题，相应的，如果随机变量 X 的概率质
量函数为：

P (X = x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...

那么我们称随机变量 X 服从泊松分布（Poisson Distribution），记为 X ∼
P (λ)。泊松分布经常被⽤来建模次数问题。

• 期望：E (X) = λ
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图 1: 泊松分布与⼆项分布

• ⽅差：Var (X) = λ

根据第⼀节的例题中，我们已经知道如果⼀个随机变量 Y ∼ Bi (N, p)，令
λ = Np，并令 N → ∞，那么随机变量 Y 近似服从泊松分布，因⽽对于相对较
⼤的 N，可以使⽤泊松分布去近似⼆项分布。

例 1. 如果⼀个⼈打字出错的概率为 p = 0.001，那么他写 1000 字出错的概率
应该服从⼆项分布。记出错的字数为 Y，则 Y ∼ Bi (1000, 0.001)。⽐如写 1000
字出错两个以内的概率为：：

P (Y ≤ 2) =
2∑

y=0

(
1000

y

)
0.001y0.9991000−y ≈ 0.91979

以上计算⽐较繁琐，如果使⽤泊松逼近，令 X ∼ P (1)：

P (Y ≤ 2) ≈ P (X ≤ 2) =
2∑

y=0

1y

y!
e−1 = 0.91970

两者⾮常接近。

2 连续分布

2.1 均匀分布

如果随机变量 X 在区间 [a, b] 内的概率密度函数为常数，即：

f (x|a, b) =

 1
b−a x ∈ [a, b]

0 otherwise
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图 2: 指数分布密度函数

则称随机变量 X 服从区间 [a, b] 上的均匀分布（Uniform Distribution），记
为 X ∼ U (a, b)。

• 分布函数：

F (x|a, b) =


0 x < a

x−a
b−a x ∈ [a, b]

1 x > b

• 期望：E (X) = a+b
2

• ⽅差：Var (X) = (b−a)2

12

2.2 指数分布

若随机变量 X 的概率密度函数为：

f (x|a, β) = 1

β
e−

x−a
β , x > a

那么我们称 X 服从指数分布（Exponential Distribution），其密度函数如图
(2) 所⽰，记为 X ∼ E(a, β)。

• 分布函数：F (x) = 1− e−
x−a
β , x > a

• 期望：E (X) = β + a

• ⽅差：Var (X) = β2
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例 2.（指数分布）如果⼀个随机变量 Y ∼ P (λ)，其中参数 λ代表⼀段时间 T 内
到达的平均次数，所以对于时间 t内，平均到达的⼈数即 λ t

T，因⽽在 t时间内只
有 0次到达的概率为 e−

λt
T 。如果在时间 t内有 0次到达，意味着等待时间⼤于 t，

因⽽等待时间 X ⼤于 t 的概率 P (X > t) = e−
λt
T ，所以 P (X ≤ t) = 1− e−

λt
T ，

因⽽等待时间 X 服从指数分布。

同样，指数分布也具有⽆记忆性，即如果 X ∼ E (0, β)，那么

P (X > s|X > t) = P (X > s− t) , s > t

以为着为了等待第⼀个⼈到达，如果已经等了 t 时间，那么继续等待的时间仍
然服从指数分布：给定已经等了五分钟的情况下，继续等待五分钟有到达的概
率与第⼀个五分钟有到达的概率是⼀样的。

现在考虑，如果⼀件产品的使⽤寿命为 T，其分布函数为 F (t)，那么寿命
⼤于 t 的概率为 S (t) = 1−F (t)，我们称之为⽣存函数（Survival function）。
很多时候，我们关⼼⼀件产品已经使⽤了时间 t，在 (t, t+ dt) ⼀⼩段时间内死
亡的概率，如果令 dt → 0，即瞬时的死亡风险。可以计算：

λ (t) = lim
dt→0

P (t ≤ T < t+ dt)

dt · S (t)
=

f (t)

S (t)
= −S′ (t)

S (t)
= − d

dt
lnS (t)

我们称 λ (t) 为风险函数（hazard function）。指数分布的风险函数为：

λ (t) = − d

dt
lnS (t) = − d

dt
ln
(
e−

x
β

)
=

1

β

因⽽指数函数的风险函数为常数，即其死亡（到达）的可能性不随着时间的增加
⽽增加（或者减少）。

2.3 伽马分布

在介绍伽马分布之前，我们需要先介绍伽马函数（Γ Function）。我们定义
Γ 函数为：

Γ (α) =

∫ ∞

0

tα−1e−tdt

易知当 α > 0 时，Γ (α) < ∞，⽽当 α ≤ 0 时，该积分不⼀定有限。图 (3) 展⽰
了 Γ 函数的逆函数。
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图 3: Γ−1 (α)

根据 Γ 函数的定义，可知 Γ (1) = 1，⽽当 α > 0 时，有：

Γ (α+ 1) =

∫ ∞

0

tαe−tdt

= −
∫ ∞

0

tαde−t

= −tαe−t
∣∣∞
0

+

∫ ∞

0

e−tdtα

= α

∫ ∞

0

tα−1e−tdt

= αΓ (α)

结合 Γ (1) = 1，可以得到对于任意的正整数 n，Γ (n) = (n− 1)!。此外，Γ
(
1
2

)
=∫∞

0
1√
t
e−tdt =

√
π，因⽽：

∫ ∞

0

1√
t
e−tdt

t= x2

2=

∫ ∞

0

√
2

x
e−

x2

2 d
x2

2

=
√
2

∫ ∞

0

e−
x2

2 dx

=
√
π

因⽽ ∫ ∞

0

e−
x2

2 dx =

√
π

2
(1)

根据 Γ 函数的定义，函数：

f (t|α) = tα−1e−t

Γ (α)
, t > 0
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图 4: Γ (α, β) 分布的密度函数

为⼀个密度函数。如果令 T ∼ f (t|α)，那么对于任意的 β > 0，我们称 X = βT

服从伽马分布（Gamma Distribution），记为 X ∼ Γ (α, β)，其密度函数为：

f (x|α, β) = 1

Γ (α)βα
xα−1e−x/β , x > 0, α > 0, β > 0

图 (4)展⽰了不同参数下 Γ (α, β)分布的密度函数。可知，指数分布为 α = 1时
Γ 分布的特例。其期望：

E (X) =

∫ ∞

0

xf (x|α, β) dx

=

∫ ∞

0

x
1

Γ (α)βα
xα−1e−x/βdx

=
1

Γ (α)βα

∫ ∞

0

xαe−x/βdx

=
1

Γ (α)βα
Γ (α+ 1)βα+1

= αβ

类似地，可以计算其⽅差：

• 期望：E (X) = αβ

• ⽅差：Var (X) = αβ2
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图 5: 指数分布密度函数

2.4 Beta 分布

如果⼀个随机变量 X ∈ (0, 1)，其分布函数为：

f (x|a, β) = 1

B (α, β)
xα−1 (1− x)

β−1
, 0 < x < 1, α > 0, β > 0

那么我们称 X 服从 Beta 分布（Beta Distribution）。其中

B (α, β) =

∫ 1

0

xα−1 (1− x)
β−1

dx =
Γ (α) Γ (β)

Γ (α+ β)

图 (5) 给出了 Beta 分布的密度函数。当 α > 1, β = 1 时，Beta 分布的密
度函数为单调递增的；当 α = 1, β > 1 时，Beta 分布的密度函数为单调递减的；
当 α < 1, β < 1 时，Beta 分布的密度函数为 U 型的；当 α > 1, β > 1 时，Beta
分布的密度函数为钟型的；当 α = 1, β = 1 时，Beta 分布的密度函数退化为均
匀分布。由于 Beta 分布的取值范围在 (0, 1) 范围内，因⽽ Beta 分布经常被⽤
于研究⽐率等问题，或者在贝叶斯分析中作为概率的先验。

Beta 分布的 r 阶矩可以计算为：

E (Xr) =
1

B (α, β)

∫ 1

0

xrxα−1 (1− x)
β−1

dx

=
1

B (α, β)

∫ 1

0

xr+α−1 (1− x)
β−1

dx

=
B (r + α, β)

B (α, β)

1

B (r + α, β)

∫ 1

0

xr+α−1 (1− x)
β−1

dx

=
B (r + α, β)

B (α, β)
=

Γ (α+ r) Γ (α+ β)

Γ (α+ β + r) Γ (α)
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从⽽：

• 期望：E (X) = α
β+a

• ⽅差：Var (X) = αβ
(α+β)2(α+β+1)

2.5 正态分布

如果⼀个随机变量 X 潜在受到⾮常多的独⽴因素的影响，即 X = f1+f2+

· · ·，⽽每个 fi 又不能单独对 X 有⾮常⼤的影响，那么⼀般来说 X 将会服从正
态分布（Normal Distribution）或者ҙ斯分布（Gaussian Distribution）。
正态分布的密度函数为：

f (x|µ, σ) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

记为 X ∼ N
(
µ, σ2

)
。

• 期望：E (X) = µ

• ⽅差：Var (X) = σ2

如果 X ∼ N
(
µ, σ2

)
，如果令 Z = X−µ

σ ，则 E (Z) = E(X)−µ
σ = 0，Var (Z) =

1
σ2 · Var (X) = 1，随机变量 Z 服从 µ = 0, σ = 1 的正态分布，即 Z ∼ N (0, 1)，
我们称之为标准正态分布（Standard Normal Distribution）。标准正态分布
的密度函数为：

ϕ (x) =
1√
2π

e−
x2

2

根据公式 (1) 可知，其密度函数在 R 上的积分为 1。⽽其分布函数为：

Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ (t) dt =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

由于 Φ (x) 没有显⽰解，因⽽⼀般我们⽤ Φ(z) 来代表标准正态的分布函数。
图 (6)列出了标准正态分布的密度函数以及分布函数。由于正态分布为对称

分布，即 ϕ (x) = ϕ (−x)，因⽽分布函数 Φ(x) = 1−Φ(−x)。如果X ∼ N
(
µ, σ2

)
，

那么 Z = X−µ
σ ∼ N (0, 1)，根据标准正态的分布函数 Φ(x) 可以计算 X 在区间

内取值的概率，⽐如：

P (|X − µ| ≤ σ) = P (|Z| < 1) = Φ (1)− Φ(−1) = 2Φ (1)− 1 = 0.6827
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图 6: 标准正态分布密度函数与分布函数

同理，有：

P (|X − µ| ≤ 1.65σ) = P (|Z| < 1.65) ≈ 0.90

P (|X − µ| ≤ 1.96σ) = P (|Z| < 1.96) ≈ 0.95

P (|X − µ| ≤ 2σ) = P (|Z| < 2) = 0.9545

P (|X − µ| ≤ 2.58σ) = P (|Z| < 2.58) ≈ 0.99

P (|X − µ| ≤ 3σ) = P (|Z| < 3) = 0.9973

P (|X − µ| ≤ 5σ) = P (|Z| < 5) ≥ 1− 10−6

P (|X − µ| ≤ 6σ) = P (|Z| < 6) ≥ 1− 10−8

正态分布有很多优良的性质，因⽽在建模中是最经常被使⽤的⼀种分布。⽐
如，如果两个随机变量 X,Y 独⽴，且 X ∼ N

(
µ1, σ

2
1

)
, Y ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
，那么

V = X + Y ∼ N
(
µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2

)
，即两个独⽴的正态分布的和仍然是正态分

布。在下⼀节多元随机变量中，我们还将介绍更多的正态分布独有的性质。

2.6 对数正态分布

若随机变量 Y = eX , X ∼ N
(
µ, σ2

)
，则我们称随机变量 Y 服从对数正态

分布（Lognormal Distribution），记为 Y ∼ LN
(
µ, σ2

)
。

• 期望：E (Y ) = eµ+
σ2

2

• ⽅差：Var (Y ) = e2(µ+σ2) − e2µ+σ2
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图 7: Logistic 分布、Cauchy 分布与正态分布密度函数

2.7 逻辑斯蒂分布

若随机变量 X 的分布函数为：

F (x|µ, σ) = e
x−µ
σ

1 + e
x−µ
σ

那么我们称 X 服从逻辑斯蒂分布（Logistic Distribution），其密度函数为：

f (x|µ, σ) = 1

σ

e−
x−µ
σ[

1 + e−
x−µ
σ

]2
记为：X ∼ LG (µ, σ)。Logistic分布被⼴泛运⽤在离散ࡺש（Discrete Choice）
模型或者分类ॆ（Classifier）中。

• 期望：E (X) = µ

• ⽅差：Var (X) = σ2 π2

3

2.8 柯西分布

若随机变量 X 的概率密度函数为：

f (x|µ, σ) = 1

πσ

[
1 +

(
x− µ

σ

)2
]−1

那么我们称 X 服从柯西分布（Cauchy Distribution），记为 X ∼ C (µ, σ)。

• 期望：不存在
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图 8: t 分布与正态分布密度函数

• ⽅差：不存在

由于柯西分布的⼀阶矩不存在，因⽽通常作为不可积的分布的例⼦。此外，可以
得到，两个独⽴的标准正态分布 X,Y，其⽐例 U = Y

X 刚好服从柯西分布。因
⽽在实践中计算两个数的⽐例时需要特别⼩⼼。

2.9 χ2 分布

K 个独⽴的正态分布的平⽅和的分布被称为卡⽅分布（Chi-square Dis-
tribution）或者 χ2 分布。即，如果 X1, X2, ..., XK 为 K 个独⽴的标准正态分
布，那么

X =

K∑
i=1

X2
i ∼ χ2

K

其中参数 K 为卡⽅分布的⾃由度（degrees of freedom）。χ2 分布的密度函数
为：

f (x|K) =
1

Γ (K/2) 2K/2
xK/2−1e−x/2, x > 0

因⽽，χ2 分布实际是 Γ 分布的特殊形式（α = K/2, β = 2）。

• 期望：E (X) = K

• ⽅差：Var (X) = 2K

χ2 分布在假设检验中⾮常常⽤。
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图 9: F 分布与 χ2 分布密度函数

2.10 学⽣⽒ t 分布

如果存在⼀个标准正态分布 Z ∼ N (0, 1)，以及⼀个 χ2 分布 X ∼ χ2
K，且

Z 和 X 独⽴，那么随机变量 T = Z√
X/K

即服从学⽣⽒ t 分布（Students’t-
distribution）或者简称 t 分布（t-distribution），记为 T ∼ tK，参数 K 为
⾃由度。t 分布的密度函数为：

f (x|K) =
Γ [(K + 1) /2]√
KπΓ (K/2)

(
1 +

x2

K

)−K+1
2

=
1√

KB (1/2,K/2)

(
1 +

x2

K

)−K+1
2

当 K = 1 时，t 分布即退化为柯西分布，⽽当 K → ∞ 时，t 分布趋向于正态分
布。图 (8) 显⽰了不同⾃由度下的 t 分布与正态分布的⽐较。

• 期望：E (X) = 0,K > 1

• ⽅差：Var (X) = K
K−2 ,K > 2

t 分布在假设检验中也扮演着⾄关重要的地位。

2.11 F 分布

如果存在两个独⽴的 χ2 分布 X1 ∼ χ2
n, X2 ∼ χ2

m，那么随机变量 F = X1/n
X2/m

即服从 F 分布（F -distribution），记为 T ∼ Fn,m，参数 n,m 为⾃由度。F

分布的密度函数为：

f (x|K) =
nn/2mm/2Γ [(n+m) /2]

Γ (n/2) Γ (m/2) (m+ nx)
(n+m)/2

x
n
2 −1, x > 0
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图 (9) 显⽰了不同⾃由度下的 χ2 分布与 F 分布的密度函数。

• 期望：E (X) = m
m−2 ,m > 2

• ⽅差：Var (X) = 2m2(m+n−2)

n(m−2)2(m−4)
,m > 4

F 分布与其他多种分布有关系：

• 如果 Xk ∼ Γ (αk, βk) 且独⽴，那么 α2β1X1

α1β2X2
∼ F2α1,2α2

• 如果 X ∼ B (n/2,m/2)，那么 mX
n(1−X) ∼ Fn,m，反之亦成⽴

• 如果 X ∼ Fn,m，那么 limm→∞ nX ∼ χ2
n

• 如果 T ∼ tK，那么 T 2 ∼ F1,K

3 分布族

给定任意的⼀个 (Ω,F)，在这个空间⾥⾯我们可以定义各种不同的概率函
数，统计学需要解决的问题就是使⽤样本数据去推断总体的概率函数 P。然⽽
⼀般情况下，概率函数 P 的可能性太多，因⽽我们经常把研究的重点放在⼀个
概率函数的可能集合内，并在此集合内部对总体的概率函数做出推断。为此我
们可以定义参数族的概念。

定义 1. 如果对于每⼀个已知的 θ ∈ Θ,Θ ⊂ Rd，Pθ 为在 (Ω,F) 上的⼀个已知
的概率函数，那么 {Pθ, θ ∈ Θ} 即被称为参数族（Parametric family），其中
Θ 为参数空间（Parametric space），正整数 d 为参数空间的维数。

其中位置尺度族（Location-scale families）和指数分布族（Exponent
families）是两类最为特殊且重要的参数族，我们这节将分别介绍这两类分布
族。

3.1 位置尺度族

对于⼀个随机变量 X，我们令 Y = σX + µ, σ > 0，那么其分布函数：

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (σX + µ ≤ y)

= P

(
X ≤ y − µ

σ

)
= FX

(
y − µ

σ

)
所以其密度函数满⾜：

fY (y) =
1

σ
fX

(
x− µ

σ

)
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图 10: 正态分布的位置尺度族的密度函数

同时，其期望和⽅差满⾜：E (Y ) = σE (X) + µ，Var (Y ) = σ2Var (X)。
令 f (x) 为任意的密度函数，那么形如 1

σf
(
x−µ
σ

)
的密度函数就形成了以

θ = (µ, σ) 为参数的参数族，我们称之为位置尺度族。位置尺度族即对于任意
的随机变量做位移和数乘所得到的随机变量的分布组成的分布族。其中参数 µ

⼀般称为位置参数（Location parameter），⽽ σ ⼀般称为尺度参数（Scale
parameter）。

例 3. 标准正态分布的密度函数为

f (x) =
1√
2π

e−
x2

2

对于任意的 µ ∈ R, σ ∈ R+，其位置尺度族的密度函数可以写为：

f (x|µ, σ) = 1

σ
f

(
x− µ

σ

)
=

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ

即正态分布的密度函数。因⽽正态分布族 {Pµ,σ, µ ∈ R, σ ∈ R+} 为⼀个位置尺
度族。图 (10) 展⽰了正态分布的位置族和尺度族。

上⾯介绍的包括指数分布、Γ 分布等都是各种类型的位置尺度族。正如正
态分布⼀样，很多时候我们会将⼀个随机变量变换为期望为 0、⽅差为 1 的随
机变量，即令随机变量 Z = X−µ

σ ，易得 E (Z) = 0,Var (Z) = 1，我们称之为标
准化（standardized）。由于 P (X ≤ x) = P (Z ≤ σx+ µ)，因⽽应⽤中对于位
置尺度族，经常将先研究标准化之后的随机变量，进⽽推⼴到其位置尺度族。
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3.2 单参数指数分布族

指数分布族是⾮常常⽤的分布族，其包含了我们上⾯介绍的多数分布。在
此我们⾸先讨论单参数的指数分布族。其定义如下：

定义 2. （指数分布族）对于⼀个参数族 {Pθ, θ ∈ Θ}，如果其概率密度（质量）
函数可以写成如下形式：

f (x|θ) = h (x) · exp {η (θ) · T (x)−B (θ)} (2)

那么我们称 {Pθ, θ ∈ Θ} 为单参数指数分布族（One-parameter exponential
family）。

由于很多随机变量的取值范围不是 R，然⽽随机变量的值域为 R，因⽽我
们⼀般使⽤指⽰函数（indicator function）来表⽰随机变量的取值范围，即定义

1A (x) =

1 x ∈ A

0 x /∈ A

例如 1(−∞,0] (x)即当 x <= 0时，1(−∞,0] (x) = 1；当 x > 0时，1(−∞,0] (x) = 0。
我们之前遇到的很多分布都属于指数分布族。例如：

例 4. 令 N 为已知的正整数，如果随机变量 X ∼ Bi (N, p)，参数 θ = p ∈ Θ =

(0, 1)，其质量函数：

P (x|p) =

(
N

x

)
px (1− p)

N−x

=

(
N

x

)
exp {x ln (p) + (N − x) ln (1− p)}

=

(
N

x

)
exp {x [ln (p)− ln (1− p)] +N ln (1− p)}

=

(
N

x

)
exp

{
x

[
ln
(

p

1− p

)]
+N ln (1− p)

}

故令 h (x) =

(
N

x

)
，η (θ) = ln

(
p

1−p

)
，T (x) = x，B (θ) = −N ln (1− p)，所

以⼆项分布属于指数分布族。

例 5. 泊松分布参数为 θ = λ ∈ Θ = (0,∞)，其质量函数为：

P (x|λ) =
λx

x!
e−λ

=
1

x!
exp {x ln (λ)− λ}
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故令 h (x) = 1
x!，η (θ) = ln (λ)，T (x) = x，B (θ) = λ，所以泊松分布属于指数

分布族。

例 6. 指数分布的密度函数为：

f (x|β) =
1

β
e−

x
β · 1(0,∞) (x)

= 1(0,∞) (x) exp
{
−x · 1

β
− lnβ

}
因⽽令 h (x) = 1(0,∞) (x)，η (θ) = − 1

β，T (x) = x，B (θ) = lnβ，故指数分布
属于指数分布族。

然⽽并⾮所有带指数的密度函数都属于指数分布族，⽐如：

例 7. 若某⼀密度函数为：

f (x|β) = 1

β
exp

{
1− x

β

}
, x > β > 0

可知 f (x|β) 为密度函数。然⽽：

f (x|β) =
1

β
exp

{
1− x

β

}
· 1(β,∞) (x)

= 1(β,∞) (x) · exp
{
−x

β
− lnβ + 1

}
由于 1(β,∞) (x) 不仅仅依赖于 x，⽽且依赖于 β，因⽽这⼀分布不属于指数分布
族。

很多时候为了⽅便起见，我们会把密度函数重新参数化，即对于指数分布
族

f (x|θ) = h (x) · exp {η (θ) · T (x)−B (θ)}

我们令 λ = η (θ)，那么指数分布族可以写为：

f (x|θ) = h (x) · exp {λ · T (x)− C (λ)} (3)

我们将指数分布族重新参数化为式 (3) 的形式，并将这种形式成为规范形式
（Canonical form）。

例 8. 在例 (4) 中，如果令 λ = ln
(

p
1−p

)
，那么

P (x|λ) =

(
N

x

)
exp

{
λx−N ln

(
1 + eλ

)}
即为⼆项分布的质量函数的规范形式。
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对于指数分布族的规范形式，我们有如下定理：

定理 1. 如果随机变量 X 的概率密度（质量）函数为式 (3) 的形式，那么
E [T (X)] = C ′ (λ)，Var [T (X)] = C ′′ (λ)。

例 9. 在例 (8) 中，T (x) = x，因⽽ E [T (X)] = E (X) = C ′ (λ) = Neλ

1+eλ
= Np，

Var [T (X)] = Var (X) = C ′′ (λ) = Neλ

(1+eλ)2
= Np (1− p)。

题ܠ

୞ܠ 1. 求负⼆项分布的⽅差。

୞ܠ 2. 证明⼏何分布的⽆记忆性。

୞ܠ 3. 计算泊松分布的⽅差。

୞ܠ 4. 计算 Γ (α, β) 分布的⽅差。

୞ܠ 5. 求标准正态分布的偏度、峰度。

୞ܠ 6. Pareto 分布的密度函数为：

f (x|a, β) = β · aβx−(β+1), x > a

那么 Pareto 分布是否属于指数分布族？

୞ܠ 7. 请⽤定理 (1) 计算指数分布、泊松分布的期望和⽅差。
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