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在前两节中，我们讨论了⼀元随机变量的定义及其期望等概念。此外，我们
还可以把随机变量的概念扩展到随机向量。在引⼊随机向量的定义之前，我们
先回忆⼀些基础知识。

1 数学准备

对于两个集合 A,B，我们记 A×B = {(a, b) , ∀a ∈ A, b ∈ B}，即 × 运算定
义了⼀个⼆元组的集合，我们称 ×为 乘积（Cartesian product）。⽐如，
如果我们选取 A = {♡,♠,♣,♢} , B = {2, ..., 10, J,Q,K,A}，那么我们就得到了
⼀副扑克牌共 52 张牌的集合。⽽如果选取 A = R, B = R，那么 R2 = R×R 为
⼆维平⾯。

更⼀般的，我们可以记

Ω1 × Ω2 × · · · × Ωd = ×n
i=1Ωi

= {(ω1, ω2, ..., ωn) , ωi ∈ Ωi, i = 1, ..., n}

特别的，令 Rn = R×R× · · ·×R 为 n 维的欧⼏⾥得空间（Euclidean space），
其中 ω = (ω1, ...ωn) ∈ Rn 为向量。如果 x ∈ Rn, y ∈ Rn 我们可以定义内积
（inner product）为：

⟨x, y⟩ = x · y =

n∑
i=1

xiyi

如果 ⟨x, y⟩ = 0，我们称两个向量正交（orthogonal）。有了内积之后，可以使
⽤内积定义（欧⼏⾥得）范数（norm）：

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩

以及两个向量间的距离（metric）：

d (x, y) = ∥x− y∥ =
√
⟨x− y, x− y⟩ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2

1
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在本讲义中，我们⼀般把向量写成列向量的形式。
对于⼀个 n 维的欧⼏⾥得空间 Rn，我们可以在这个空间上定义 Borel 域：

Bn = ×n
i=1Bi = σ ({×n

i=1Ai, Ai ∈ Bi})

如果我们把 k个 n维向量按列摆放在⼀起，我们得到了⼀个 k×n维的矩阵
Ak×n = [a1, ..., an]，其中 ai 为 k 维向量。如果我们将矩阵 A左乘⼀个 n维向量
x，那么 y = Ax为⼀个 k 维向量。现在我们可以把矩阵左乘向量视为⼀个函数，
即 y = A (x) = Ax，易知 A (x1 + x2) = Ax1 +Ax2，以及 A (αx) = αAx，我们
⼀般把符合如上两个性质的函数成为线性映射（linear mapping）。特别的，当
k = n，即 A 为 n×n 维⽅阵时，线性映射 A 将 Rn 上的⼀个向量 x 映射到 Rn

上的另外⼀个向量 y，此时我们称 A 为线性变换（linear transformation）。
⽐如变换：

A =

[
cos (θ) −sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

]
就讲⼀个⼆维空间 R2 上的向量逆时针旋转 θ 度。取 θ = π

2，那么：

A =

[
0 −1

1 0

]

取 x = [1, 0]
′，那么 y = Ax = [0, 1]

′，逆时针旋转了 90 度。
使⽤分块矩阵，如果令 x = [x1, x2, ..., xn]

′ ∈ Rn，Ak×n = [a1, ..., an]，其中
ai 为 k 维列向量，那么：

y = Ax = [a1, ..., an] ·


x1

...
xn

 =
n∑

i=1

xiai

也就是说线性映射的结果 y 实际上是矩阵 A 的列向量 ai 的⼀个线性组合。因
⽽矩阵 A 的秩 rank (A)，即矩阵 A 的列向量的极⼤线性⽆关组，也就是对于所
有 x ∈ Rn，所有 y = Ax 的极⼤线性⽆关组，或者所有向量 {y = Ax, ∀x ∈ Rn}
这个线性空间的维数。

实对称矩阵是我们接下来将要⼤量遇到的⼀类矩阵，任何的实对称矩阵
An×n 都可以被对⾓化为⼀个正交矩阵及其转置和⼀个对⾓矩阵的乘积：

A = Γ′ΛΓ

其中 Γ为正交矩阵，即 ΓΓ′ = Γ′Γ = I，Λ = diag {λ1, . . . , λn}为特征值（eigen-
value）的对⾓阵。正交矩阵 Γ′Γ = I，因⽽矩阵 Γ的列向量（特征向量，eigen-
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vector）是两两正交的，且每个列向量的范数为 1。⽐如矩阵：

Γ =

[
cos (θ) −sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

]

为正交矩阵，其每个列向量都是正交的且范数为 1。这类矩阵对应着等距变换
（isometry），即两个点经过正交矩阵 Γ 的变换之后，d (Γx,Γy) =

√
x′Γ′Γy =

√
x′y = d (x, y)。正交矩阵对应着旋转、翻转等变换，⽽相应的，对⾓矩阵 Λ 则
对应着在不同的⽅向上的拉伸变换。

如果对于任何⼀个向量 x ∈ Rn，x′Ax > 0，我们称矩阵 A 为正定矩阵
（Positive-definite matrix）；如果满⾜ x′Ax ≥ 0，则成为半正定矩阵（Positive

semi-definite matrix）；负定矩阵和半负定矩阵可以类似定义。显然，如果⼀
个实对称矩阵的所有特征值都 > 0（≥ 0），那么这个矩阵即为正定矩阵（半正定
矩阵）。

此外，如果⼀个矩阵 A 可以被对⾓化，其特征值为 λ1, . . . , λn，那么 A 的
⾏列式值 |A| =

∏n
i=1 λi。从这个⾓度看，对焦矩阵 Λ 对应着放缩变换，代表着

在不同⽅向上的放缩，⽽等距变换则不会引起放缩。此外定义矩阵的迹（trace）
为其对⾓元之和，即若 A = [aij ]n×n，那么 tr (A) =

∑n
i=1 aii。矩阵的迹有如下

简单的性质：tr (AB) = tr (BA)。使⽤如上性质容易验证，如果矩阵 A 可以被
对⾓化，那么 tr (A) =

∑n
i=1 λi。

在实对称矩阵中，有⼀类矩阵是我们接下来⾮常频繁使⽤的，即幂等矩阵
（Idempotent matrix）。如果⼀个⽅阵 P 满⾜ P 2 = P，那么我们称矩阵 P 为
幂等矩阵。例如，矩阵：

P =
1

4
·

 −4 6 2

−12 13 3

20 −15 −1


为幂等矩阵，可以验证 P 2 = P。

特别的，当 P 为实对称矩阵时，我们称其为投影矩阵（Projection matrix）。
由于所有实对称矩阵都可以被对⾓化，所以对于任意的投影矩阵，都可以写为：

P = Γ′ΛΓ

⽽由于 P 2 = Γ′ΛΓΓ′︸︷︷︸
I

ΛΓ = Γ′Λ2Γ = Γ′ΛΓ，且 Γ为可逆矩阵，所以 Λ2 = Λ。由于

Λ为对⾓阵，所以 Λ的对⾓元必为 0或者 1。因⽽ rank (P ) = rank (Λ) = tr (Λ)。
投影矩阵顾名思义，与投影（Projection）的概念密不可分。如果把投影

矩阵 P 视为线性变换，幂等矩阵的定义意味着⼀个向量经过 P 的变换以后，再
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次经过 P 的变换仍然保持不变，即 P (Px) = P 2x = Px。⽐如矩阵：

P =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0


即把⼀个 x− y − z 三维坐标系中的⼀个向量 x = (x1, x2, x3)

′ 映射到 x− y ⼆
维平⾯上的点 Px，⽽⼀个本⾝就在 x− y ⼆维平⾯的点，如 Px，再次经过 P

的映射，还是在 x− y ⼆维平⾯上，且就是其本⾝。可以验证，P 2 = P。类似
的，矩阵：

P =

 0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

0 0 0


则把⼀个三维向量 x = (x1, x2, x3)

′ 映射到 y = x 这条直线上，同样有 P 2 = P。
如果定义 M = I − P，那么 M2 = (I − P ) (I − P ) = I − P − P + P 2 =

I − P = M，即 M = I − P 也为投影矩阵。注意 (Mx)
′
Px = x′ (I − P )Px =

x′ (P − P 2
)
x = 0，因⽽ Px 与 Mx 是正交的。也就是说，幂等矩阵把⼀个向

量 x 分解成了正交的两个部分：Px 和 Mx，x = Px+Mx 且 ⟨Mx,Px⟩ = 0。

例 1. 令 ι ∈ Rn, ι = (1, 1, ..., 1)
′，那么矩阵 P0 = 1

n ιι
′ 为投影矩阵，即 P ′

0 = P0，
且 P 2

0 = 1
n2 ι ι′ι︸︷︷︸

n

ι′ = 1
n ιι

′ = P0。对于⼀个向量 x，

P0x =
1

n
ιι′x =

1

n
ι ·

n∑
i=1

xi = ι · x̄ =


x̄
...
x̄


即 P0将⼀个向量投影变换为其均值向量。易知 rank (P0) = tr (P0) = tr

(
1
n ιι

′) =
1
n tr (ι′ι) = 1。如果令 M0 = I −P0，根据上述结论，易知 M0 也是幂等矩阵，且
rank (M0) = tr (M0) = tr (I − P0) = tr (I)− tr (P0) = n− 1，且：

M0x = x− 1

n
ιι′x =


x1 − x̄

...
xn − x̄


那么：

n∑
i=1

(xi − x̄)
2
= (M0x)

′
M0x = x′M0x

为⼀个⼆次型的形式。

对于⼀个向量 θ = [θ1, θ2, . . . , θn]
′，其实值函数：f (θ) : Rn → R，我们可
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以定义函数 f (·) 对向量 θ 的导数为：

∂f

∂θ
=


∂f
∂θ1
∂f
∂θ2
...
∂f
∂θn


同时定义其⼆阶导：

∂2f

∂θ∂θ′
=


∂2f
∂θ2

1

∂2f
∂θ1∂θ2

· · · ∂2f
∂θ1∂θn

∂2f
∂θ2∂θ1

∂2f
∂θ2

2
· · · ∂2f

∂θ2∂θd
...

... . . . ...
∂2f

∂θn∂θ1

∂2f
∂θn∂θ2

· · · ∂2f
∂θ2

n


⽐如，如果 f (θ) = µ2

2σ2 + ln (σ)，θ = (µ, σ)
′ 那么：

∂f (θ)

∂θ
=

[
µ
σ2

1
σ − µ2

σ3

]

∂2f (θ)

∂θ∂θ′
=

[
1
σ2 −2µ

σ3

−2µ
σ3

3µ2

σ4 − 1
σ2

]

我们知道对于⼀个实值函数， ∂2f
∂θi∂θj

= ∂2f
∂θj∂θi

，因⽽ ∂2f
∂θ∂θ′ 是⼀个实对称矩

阵。回忆极值原理，如果函数 f 可微，那么函数 f 在 θ0 处为极值点的必要条
件是 ∂f(θ0)

∂θ =0，如果 ∂2f(θ0)
∂θ∂θ′ 为正定矩阵（f (θ) 的所有特征值为正），那么 f 在

θ0 处为极⼩值点，否则如果 ∂2f(θ0)
∂θ∂θ′ 为负定矩阵（f (θ) 的所有特征值为负），那

么 f 在 θ0 处为极⼤值点，如果 ∂2f(θ0)
∂θ∂θ′ 的特征值既有正值又有负值，那么 f 在

θ0 处为鞍点（saddle point）。我们称 ∂2f(θ)
∂θ∂θ′ 为海 矩阵（Hessian matrix）。

2 多元随机变量

在有了以上准备之后，我们可以定义随机向量的概念。

定义 1. （随机向量）给定⼀个概率空间 (Ω,F ,P)，⼀个 k 维的随机向量 X

即从样本空间到 k 维欧⼏⾥得空间的函数，X : Ω → Rn。

即，如果⼀个向量其每个分量都是随机变量，那么此向量被称为随机向量。

例 2. （随机向量）投两个均匀的四⾯骰⼦，则

Ω = {(1, 1) , (1, 2) , . . . (4, 4)}
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图 1: 四⾯骰⼦

定义随机变量 Y 为两个骰⼦的数值之和，定义 Z 为两个骰⼦中较⼩的骰⼦
的数值，如图 (1) 所⽰。那么向量 (Y, Z)

′
= X : Ω → R2 为⼀个随机向量，

其可能的取值为 {(y, z) , y ∈ {2, ..., 8} , z ∈ {1, 2, 3, 4}}。例如，X−1 ({(5, 3)}) =
{(2, 3) , (3, 2)}。

进⽽，我们可以使⽤ (Ω,F ,P)和⼀个随机向量X的定义导出⼀个 (Rn,Bn)

上的概率函数的定义。即定义：

PX (A) = P
(
X−1 (A)

)
, ∀A ∈ Bn

例 3. 在例 (2) 中，如果 A = {(5, 2)}，那么：

PX (A) = P
(
X−1 (A)

)
= P ({(2, 3) , (3, 2)}) = 2

16

同理，PX ({(2, 1)}) = 1
16，PX ({(5, a) , a ∈ {1, 2, 3, 4}}) = 4

16 等等。

给定⼀个随机向量 X，在得到了由原始概率空间 (Ω,F ,P) 导出的概率空
间 (Rn,Bn, P )后，仿照⼀元随机变量，我们还可以定义随机向量的联合分布函
数（joint cumulative distribution funtion）：

定义 2. （联合分布函数）由 (Ω,F ,P) 导出的概率空间 (Rn,Bn, P ) 的联合分
布函数（joint c.d.f.）定义为：

F (x) = F (x1, x2, ..., xn)

= P ((−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · (−∞, xn])

= P
(
X−1 ((−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · (−∞, xn])

)
∀x ∈ Rn。

易得，联合分布函数为单调递增且 F (−∞,−∞, ...,−∞) = 0，F (∞,∞, ...,∞) =

1。相应的，对于连续（离散）型的随机向量 X，我们还可以定义其联合概率密
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度（质量）函数。

定义 3. （随机向量的联合密度函数与联合质量函数）

1. 如果随机向量 X 的每个分量都是离散型随机变量，那么可以定义联合概
率质量函数 p.m.f 为：f (x) = P ({x}) = P ({X1 = x1, ..., Xn = xn})。

2. 如果随机变量 X 的联合分布函数连续，如果函数 f (x) 满⾜：

P (X ∈ A) =

∫
A

f (x) dx, x ∈ Rn, A ∈ Bn

那么我们称 f (x) 为其联合概率密度函数 p.d.f。特别的，如果联合分布函
数 F (x) 可微那么：

f (x) =
∂nF (x)

∂x1∂x2 · · · ∂xn

例 4. （概率质量函数）例 (2) 中的概率质量函数可以⽤下表描述：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8
1 1

16
2
16

2
16

2
16 0 0 0

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0

4 0 0 0 0 0 0 1
16

例 5. （概率密度函数）如果随机向量 X = (X1, X2) 的两个分量分别服从正态
分布，且相互独⽴，那么其概率密度函数为：

f (x) =
1

2πσ1σ2
exp

{
− (x1 − µ1)

2

2σ2
1

− (x2 − µ2)
2

2σ2
2

}

现在，如果 X = (X1, ..., Xn)为随机向量，那么 X̃ = (Xi1 , Xi2 , ..., Xik) , 1 ≤
i1 < i2 < ... < ik ≤ n 也是⼀个随机向量。X̃ 的联合分布函数可以通过 F (x)

来定义，即令 F (x) 中满⾜ j /∈ {i1, ...ik} 的分量为 ∞。如对于三维随机变量
X = (X1, X2, X3)，则 X̃ = (X1, X2) 的分布函数为：FX̃ (x̃) = F (x̃1, x̃2,∞)。

特别的，对于随机向量 X 的每个分量 Xi，我们可以定义其边缘分布函数
（marginal c.d.f.）为：

FXi (xi) = F (∞, ..., xi, ...,∞)

注意边缘分布函数对应着⼀元随机变量 Xi 的分布函数：

F (∞, ..., xi, ...,∞) = P (R× R× · · · × (−∞, xi]× · · · × R)

= P
(
X−1 (R× R× · · · × (−∞, xi]× · · · × R)

)
= P

(
X−1

i ((−∞, xi])
)
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对于连续（离散）型的随机变量 Xi，其边缘概率密度（质量）函数可以相应定
义。

例 6. （边缘质量函数）例 (2) 中，X = (Y,Z)，Y 和 Z 的边缘概率质量函数
如下表所⽰：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8 FZ fZ

1 1
16

2
16

2
16

2
16 0 0 0 7

16
7
16

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0 12

16
5
16

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0 15

16
3
16

4 0 0 0 0 0 0 1
16

16
16

1
16

FY
1
16

3
16

6
16

10
16

13
16

15
16

16
16

∑
fZ
||

fY
1
16

2
16

3
16

4
16

3
16

2
16

1
16

∑
fY = 1

例 7. （边缘密度函数）例 (5) 中的联合正态分布函数，其边缘分布函数为：

FX1 (t) =

∫
R

∫ t

−∞
f (x1, x2) dx1dx2

=
1

2πσ1σ2

∫
R

∫ t

−∞
exp

{
− (x1 − µ1)

2

2σ2
1

− (x2 − µ2)
2

2σ2
2

}
dx1dx2

=
1

2πσ1σ2

∫
R

exp
{
− (x2 − µ2)

2

2σ2
2

}
dx2

∫ t

−∞
exp

{
− (x1 − µ1)

2

2σ2
1

}
dx1

=
1√
2πσ1

∫ t

−∞
exp

{
− (x1 − µ1)

2

2σ2
1

}
dx1

则其边缘密度函数为：

fX1 (t) =
dFX1 (t)

dt
=

1√
2πσ1

exp
{
− (t− µ1)

2

2σ2
1

}

即例 (5) 中联合正态分布的边缘分布仍然是正态分布。

注意边缘分布函数由联合分布函数导出，然⽽如果只确定了边缘分布，联
合分布并不能唯⼀确定。

例 8. （联合分布与边缘分布）以下两个联合质量函数具有相同的边缘分布，然
⽽其联合质量函数并不相同：

Z\Y 0 1 fZ Z\Y 0 1 fZ

0 1
4

1
4

1
2 0 1

12
5
12

1
2

1 1
4

1
4

1
2 1 5

12
1
12

1
2

fY
1
2

1
2 1 fY

1
2

1
2 1
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例 9. 如果随机向量 (U, V ) 的分布函数为：

FU,V (u, v) = min {u, v}

其边缘分布：

FU (u) = FU,V (u,∞) = u

FV (v) = FU,V (∞, v) = v

即其边缘分布为均匀分布。如果另⼀分布函数为：

FU,V (U, V ) = u · v

其边缘分布也为均匀分布。因⽽如果只知道边缘分布，不能确定其联合分布。

3 多元随机变量的期望

与⼀元随机变量类似，对于随机向量 X 以及相应的从概率空间 (Ω,F ,P)

导出的概率空间 (Rn,Bn, P )，对于实值可测函数 g (X (ω)) : Ω → R，可以使⽤
导出的概率空间计算数学期望：

E (g (X)) =

∫
Ω

g (X (ω))P (dω) =

∫
Rn

g (x)P (dx)

根据此定义，如果令 g (X) = ι′iX = Xi，其中 ιi = (0, 0, ..., 1, ...0)，那么：

E (g (X)) =

∫
Ω

Xi (ω)P (dω) = E (Xi)

即多元随机变量的分量的期望与⼀元随机变量的期望定义相同。因⽽我们经常
把随机向量的期望写为：

E (X) =


EX1

EX2

...
EXn


如果我们令 g (X) =

∑n
i=1 Xi = ι′X，其中 ι = (1, 1, ..., 1)

′ 为全部由 1 构
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成的向量，那么：

E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

∫
Rn

n∑
i=1

XiP (dx)

=

n∑
i=1

∫
Rn

XiP (dx)

=

n∑
i=1

E (Xi)

即期望的线性性。如果令 µ = E (X) = [E (X1) ,E (X2) , ...,E (Xd)]
′，令 a ∈ Rn，

那么我们有 E (
∑n

i=1 aiXi) = E (a′X) = a′E (X) = a′µ。
⽽对于⼀个实数矩阵Ah×n = [a1, a2, ..., ah]

′，其乘积AX = [a′1X, a′2X, ..., a′hX]
′，

其期望为：

E (AX) = E


a′1X

a′2X
...

a′hX

 =


E (a′1X)

E (a′2X)
...

E (a′hX)

 =


a′1E (X)

a′2E (X)
...

a′hE (X)

 = AE (X)

因⽽对于 Ah×n 以及 h 维向量 b，有：E (AX + b) = AE (X) + b。
此外，如果对于两个⼀元随机变量 Y, Z，如果 E |Y |2 < ∞,E |Z|2 < ∞，根

据 Cauchy-Schwarz 不等式，E |Y Z| ≤
√
E |Y |2 E |Z|2 < ∞，即 Y Z 可积，我

们可以定义两个随机变量的协⽅差（Covariance）:

Cov (Y,Z) = E [(Y − E (Y )) (Z − E (Z))]

= E [Y Z − E (Y )Z − ZE (Y ) + E (Y )E (Z)]

= E (Y Z)− 2E (Y )E (Z) + E (Y )E (Z)

= E (Y Z)− E (Y )E (Z)

当 Y = Z 时，Cov (Y, Y ) = E
(
Y 2
)
− [E (Y )]

2
= Var (Y )。

进⽽可以使⽤协⽅差定义相关系数（correlation coefficient）：

ρY,Z =
Cov (Y, Z)√

Var (Y )Var (Z)
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由于：

Cov (Y, Z) = E [(Y − E (Y )) (Z − E (Z))]

≤ E |(Y − E (Y )) (Z − E (Z))|

≤
√
E |(Y − E (Y ))|2 E |Z − E (Z)|2

=
√

Var (Y )Var (Z)

可知 −1 ≤ ρY,Z ≤ 1。如果 ρY,Z = ±1，那么 P (Y = c1Z + c2) = 1, c1 ̸= 0；如
果 ρY,Z > 0，我们称随机变量 Y 和 Z 正相关，反之成为负相关，如果 ρY,Z = 0，
我们称随机变量 Y 和 Z 不相关（uncorrelated）。这⾥所谓的「相关系数」特指

相关系数（Pearson correlation coefficient），实际上只度量了随机变
量之间的线性相关性。相关系数等于 0 并不意味着两个随机变量没有⾮线性的
相关性。

例 10. 如果随机变量 Y = Z2，Z ∼ N (0, 1)，那么：

Cov (Z, Y ) = EZY − EZEY

= EZ3

= 0

两者相关系数为 0，然⽽显然两者存在着⾮线性的函数关系。

此外，如果 a, b 为任意实数，那么：

Var (aY + bZ) = E (aY + bZ)
2 − [aE (Y ) + bE (Z)]

2

= E
(
a2Y 2 + b2Z2 + 2abY Z

)
−
[
a2 (E (Y ))

2
+ b2 (E (Z))

2
+ 2abE (Y )E (Z)

]
= a2Var (Y ) + b2Var (Z) + 2abCov (Y, Z)

如果 Y,Z 不相关，那么 Var (aY + bZ) = a2Var (Y ) + b2Var (Z)。
对于⼀个随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn)

′，我们可以定义⽅差协⽅差矩阵
（variance-covariance matrix），或者协⽅差矩阵为：

Var (X) = E
[
(X − EX) (X − EX)

′]

=


Var (X1) Cov (X1, X2) · · · Cov (X1, Xn)

Cov (X2, X1) Var (X2) · · · Cov (X2, Xn)
...

... . . . ...
Cov (Xn, X1) Cov (Xn, X2) · · · Var (Xn)


由于 Cov (Xi, Xj) = Cov (Xj , Xi)，因⽽协⽅差矩阵为实对称矩阵。根据定义，
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有：

Var (X) = E
[
(X − EX) (X − EX)

′]
= E [XX ′ −XE (X ′)− E (X)X ′ + E (X)E (X ′)]

= E (XX ′)− E (X)E (X ′)

此外，根据协⽅差矩阵的定义，对于任意的 n 维向量 c，我们有：

c′Var (X) c = c′
[
E (X − EX) (X − EX)

′]
c

= E
[
c′ (X − EX) (X − EX)

′
c
]

= E
{
[c′ (X − EX)] [c′ (X − EX)]

′
}

= E
[
([c′ (X − EX)])

2
]

≥ 0

因⽽协⽅差矩阵是⼀个半正定矩阵，通常我们记为 Var (X) ≥ 0。
由于 Cov (Xi, Xj) = Cov (Xj , Xi)，因⽽协⽅差矩阵为实对称矩阵。根据定

义，对于实数矩阵 Ah×n 以及 h 维向量 b，我们有：

Var (AX + b) = E
[
(AX + b− E (AX + b)) (AX + b− E (AX + b))

′]
= E

[
(AX − E (AX)) (AX − E (AX))

′]
= E [(AX −AE (X)) (X ′A′ − E (X ′)A′)]

= E [AXX ′A′ −AXE (X ′)A′ −AE (X)X ′A′ +AE (X)E (X ′)A′]

= A [E (XX ′)− E (X)E (X ′)]A′

= AVar (X)A′

4 多元随机变量的独⽴性

在概率⼀节中，我们学习了事件的独⽴性，现在我们讨论随机变量的独⽴
性。

定义 4. 如果 {Xi, 1 ≤ i ≤ n} 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀系列随机变
量，如果对于任意的 Borel 集 {Bi, 1 ≤ i ≤ n}，有：

P

(
n∩

i=1

(Xi (ω) ∈ Bi)

)
=

n∏
i=1

P (Xi (ω) ∈ Bi) (1)

那么我们称随机变量 {Xi, 1 ≤ i ≤ n} 相互独⽴。

根据以上定义，随机变量的相互独⽴意味着对于任意的 Borel集 Bi，事件集{
X−1

i (Bi) , 1 ≤ i ≤ n
}
内的事件都是相互独⽴的。如果我们选取 Bi = (−∞, xi]，
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那么：

P

(
n∩

i=1

{Xi (ω) ≤ xi}

)
=

n∏
i=1

P ({Xi (ω) ≤ xi}) (2)

实际上，(1) 式与 (2) 式是等价的。如果⼀系列随机变量 (X1, ..., Xn) 是相互独
⽴的，那么其联合分布函数：

F (x1, ...xn) = P (X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn)

= P

(
n∩

i=1

{Xi (ω) ≤ xi}

)

=
n∏

i=1

P ({Xi (ω) ≤ xi}) (3)

=

n∏
i=1

P (Xi ≤ xi)

=
n∏

i=1

FXi
(xi)

即独⽴随机向量的联合分布函数等于其边际分布函数的乘积。(2) 式与 (3) 式也
是等价的，因⽽当我们说⼀系列随机变量 {Xi, 1 ≤ i ≤ n} 相互独⽴时，等价于
其联合分布函数可以写成边际分布相乘的形式。

如果密度（质量）函数存在，那么根据 (3) 式可得：

f (x1, ..., xn) =
n∏

i=1

fXi (xi)

例 11. 在例 (6) 中，概率质量函数为：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8 FZ fZ

1 1
16

2
16

2
16

2
16 0 0 0 7

16
7
16

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0 12

16
5
16

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0 15

16
3
16

4 0 0 0 0 0 0 1
16

16
16

1
16

FY
1
16

3
16

6
16

10
16

13
16

15
16

16
16

∑
fZ
||

fY
1
16

2
16

3
16

4
16

3
16

2
16

1
16

∑
fY = 1

可见 fZ,Y ̸= fZ · fY，所以随机变量 (Y,Z) 不独⽴。

例 12. 例 (9) 中的两个联合分布函数：

F 1
U,V (u, v) = min {u, v}

F 2
U,V (u, v) = u · v
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其边缘分布都为均匀分布，即 FU (u) = u, FV (v) = v，然⽽由于：

F 1
U,V (u, v) = min {u, v} ̸= FU (u) · FC (v)

F 2
U,V (u, v) = u · v = FU (u) · FC (v)

因⽽联合分布服从 F 1
U,V 的随机变量不是相互独⽴的，⽽服从 F 2

U,V 的随机变量
是相互独⽴的。

定理 1. {Xj , 1 ≤ j ≤ n} 为⼀系列相互独⽴的随机变量，1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤
nk = n，那么对于 Borel 可测函数 f1, f2, ...fk，那么：{

f1 (X1, ...Xn1) , f1 (Xn1+1, ...Xn2) , · · · , fk
(
Xnk−1+1, ...Xnk

)}
也为相互独⽴的随机变量

上述定理表明，任意独⽴的随机变量的函数仍然是相互独⽴的。此外，对于
独⽴的随机变量的乘积，我们有如下结论：

定理 2. 如果概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机向量 X = (Y, Z)
′，Y 和 Z 相互独

⽴且可积，那么：
E (Y Z) = E (Y )E (Z)

因⽽，如果两个随机变量相互独⽴，那么其协⽅差 Cov (Y, Z) = E (Y Z)−
E (Y )E (Z) = 0。然⽽反之并不成⽴，参见例 (10)。

5 条件期望

令 (Y,X) 为⼀个⼆元的随机向量。我们经常碰到的问题是，如何使⽤随机
变量 X 预测随机变量 Y，在统计中，我们把这类问题成为回 （Regression）。
如果我们观察到了随机变量 X 的值，那么 X 的何种函数形式可以更好的预测
Y 呢？为此⽐较常见的做法是最⼩化均⽅误差（mean squared error）：

min
h∈H

{
E
[
(Y − h (X))

2
]}

(4)

即选择⼀个函数 h 使得⽬标函数 E
[
(Y − h (X))

2
]
最⼩，其中

H =
{
h|h : R → R,E

[
(h (X))

2
]
< ∞

}
注意到，如果

h0 (X) = arg min
h∈H

{
E
[
(Y − h (X))

2
]}

那么我们可以定义误差项 ϵ = Y−h0 (X)，我们有：E [ϵ · g (X)] = 0，其中 g (X)为
随机变量X 的任意函数。通过反证法证明，如果存在 g (X)使得 E [ϵ · g (X)] ̸= 0，



5 条件期望 15

Y

X

e

E(Y |X)

图 2: 条件期望图⽰

那么我们令
h (X) = h0 (X) +

E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]
g (X)

那么：

E
[
(Y − h (X))

2
]
= E

[(
Y − h0 (X)− E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]
g (X)

)2
]

= E
[
(Y − h0 (X))

2
]
+ E

(
E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]
g (X)

)2

− 2E
(
e (X) g (X)

E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]

)
= E

[
(Y − h0 (X))

2
]
+

(
E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]

)2

Eg2 (X)

− 2E [ϵg (X)]
E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]

= E
[
(Y − h0 (X))

2
]
− (E [g (X) ϵ])

2

E [g2 (X)]

< E
[
(Y − h0 (X))

2
]

因⽽如果 h0 (X) 使得 (4) 式最⼩化，那么对于任意的函数 g (X)，我们⼀定有
E (g (X) [Y − h0 (X)]) = 0。由于这个特性，我们⼀般称 h (X) 为 Y 在 X 上的
正交投影（Orthogonal projection）。直观上，我们可以把随机变量 X,Y 想
象为两个向量，那么如图 (2) 所⽰，在 X 上距离 Y 最近的⼀点即 Y 点向 X 的
⽅向上做垂线，⽽垂线与 X 是正交的。

如果令 g (X) = 1，那么我们有 E [ϵ · g (X)] = E [ϵ] = E [Y − h0 (X)] = 0，
因⽽ E (Y ) = E (h0 (X))。

我们知道，E (Y ) = arg minc∈R

{
E (Y − c)

2
}
，仿照上式，我们可以定义随

机变量 Y 给定 X 的条件期望（Conditional expectation）：

E (Y |X) = h0 (X) = arg min
h∈H

{
E
[
(Y − h (X))

2
]}

因⽽随机变量 Y 给定 X 的条件期望实际上是⼀个关于 X 的函数。对于条件期
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望，我们有如下⼏个结论：

定理 3. （条件期望的性质）对于任意的可测函数 g (X)，条件期望有如下性质：

1. E [g (X) |X] = g (X)；

2. E [(Y − E (Y |X)) · g (X)] = 0；

3. E [E (Y |X)] = E (Y )，E [Y − E (Y |X)] = 0；

4. E [(g (X) · Y ) |X] = g (X) · E (Y |X)；

5. E (aY1 + bY2|X) = aE (Y1|X) + bE (Y2|X)。

其中第⼀条性质可以由条件期望的定义得到；第⼆条性质与第三条性质上
⽂已经说明，两者意味着 Cov (g (X) , Y − E (Y |X)) = 0，即误差项 ϵ = Y −
h0 (X)与 X 的任意函数都不相关；第四条性质同样可以使⽤条件期望的定义证
明；最后⼀条即条件期望的线性可加性。

相应的，我们还可以定义随机变量的条件⽅差Var (Y |X) = E
[
(Y − E (Y |X))

2 |X
]
。

根据条件期望的性质：

Var (Y |X) = E
[
(Y − E (Y |X))

2 |X
]

= E
{[

Y 2 + [E (Y |X)]
2 − 2Y E (Y |X)

]
|X
}

= E
(
Y 2|X

)
+ [E (Y |X)]

2 − 2E [Y E (Y |X) |X]

= E
(
Y 2|X

)
+ [E (Y |X)]

2 − 2E (Y |X)E [Y |X]

= E
(
Y 2|X

)
− [E (Y |X)]

2

其中第 4 个等号由于 E (Y |X) 也是 X 的函数，所以根据定理 (3.4)，可以从条
件期望中提取出来。

例 13. 假设每天到达银⾏的⼈数服从泊松分布 N ∼ P (λ)，⽽每个到达银⾏的
⼈，办理外汇业务的概率为 p。那么每⼀天来银⾏办理外汇业务的⼈数 M 服从
⼆项分布，即 M |N ∼ Bi (N, p) , N ∼ P (λ)。那么每天来银⾏办理外汇业务的
⼈数的期望：

E (M) = E [E (M |N)] = E (Np) = pE (N) = pλ

如果对于随机变量 X,Y，我们取 1A (x) = 1 if x ∈ X (A)，这是⼀个随机
变量 X 的函数，因⽽根据定理 (3.2)，有：

E (Y · 1A (X)) = E [E (Y |X) · 1A (X)] = E [h0 (X) · 1A (X)] (5)

如果 X 是⼀个离散的随机变量，那么我们令 A = {X = xi}，那么：

E (Y · 1 {X = xi}) = h0 (xi) · P (X = xi)
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从⽽：

E (Y |X = xi) = h0 (xi) =
E (Y · 1 {X = xi})

P (X = xi)
=

∑∞
k=0 [yk · P (Y = yk, X = xi)]

P (X = xi)

⽽对于连续型随机变量，可以证明

E (Y |X = x) = h0 (x) =

∫
yf (x, y) dy

fX (x)

如果对于离散型随机变量，定义

fY |X (y|x) = P (Y = y,X = x)

P (X = x)

对于连续型随机变量，定义

fY |X (y|x) = f (x, y)

fX (x)

那么条件期望可以写为 E (Y |X) =
∫
yfY |X (y|x) dy，因⽽我们把 fY |X (y|x) 定

义为条件密度函数（conditional denstiy function）。根据定义，如果随机变
量 X 和 Y 是独⽴的，那么：

fY |X (y|x) = f (x, y)

fX (x)
=

fX (x) · fY (y)

fX (x)
= fY (y)

因⽽两个随机变量独⽴的充要条件是 fY |X = fY。

例 14. （条件密度函数）例 (2) 中，其条件概率密度函数如下表所⽰：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8 fZ|Y (z|Y = 2) fZ|Y (z|Y = 4)

1 1
16

2
16

2
16

2
16 0 0 0 1 2

3

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0 0 1

3

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 1
16 0 0

fY |Z (y|Z = 1) 1
7

2
7

2
7

2
7 0 0

fY |Z (y|Z = 2) 0 0 1
5

2
5

2
5 0

例 15. 对于联合正态密度函数：

fX,Y (x, y) =
1

2πσXσY

√
(1− ρ2)

· exp
{
− 1

2 (1− ρ2)

[
(x− µX)

2

σ2
X

+
(y − µY )

2

σ2
Y

− 2ρ (x− µX) (y − µY )

σXσY

]}
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其中 −1 < ρ < 1，其边际密度函数为：

fX (x) =

∫
R
fX,Y (x, y) dy

=
1

2πσXσY

√
(1− ρ2)

·
∫
R

exp
{
− 1

2 (1− ρ2)

[(
1− ρ2

)
(x− µX)

2

σ2
X

+

(
y − µY

σY
− ρ (x− µX)

σX

)2
]}

dy

=
1√

2πσX

exp
{
− (x− µX)

2

2σ2
X

}

·
∫
R

1√
2πσY

√
(1− ρ2)

exp
{
− 1

2 (1− ρ2)

(
y − µY

σY
− ρ (x− µX)

σX

)2
}
dy

=
1√

2πσX

exp
{
− (x− µX)

2

2σ2
X

}

· 1√
2πσY

√
(1− ρ2)

∫
R

exp

−1

2

(
y − µY − ρ σY

σX
(x− µX)

σY

√
(1− ρ2)

)2
 dy

=
1√

2πσX

exp
{
− (x− µX)

2

2σ2
X

}

因⽽⼆元联合正态分布的边缘密度分布仍然是正态分布。其条件分布：

fY |X (y|x) = fX,Y (x, y)

fX (x)

=
1

2πσXσY

√
(1− ρ2)

·
√
2πσX

· exp
{
− 1

2 (1− ρ2)

[
(x− µX)

2

σ2
X

+
(y − µY )

2

σ2
Y

− 2ρ (x− µX) (y − µY )

σXσY

]}

· exp
{
(x− µX)

2

2σ2
X

}

=
1√

2πσY

√
(1− ρ2)

exp

−1

2

(
y − µY − ρ σY

σX
(x− µX)

σY

√
(1− ρ2)

)2


=
1√

2πσY

√
(1− ρ2)

exp

−1

2

y −
[
µY + ρ σY

σX
(x− µX)

]
σY

√
(1− ρ2)

2


因⽽ Y |X ∼ N
(
µY + ρ σY

σX
(x− µX) , σ2

Y

(
1− ρ2

))
，也是正态分布。进⽽，条件

期望 E (Y |X = x) = µY + ρ σY

σX
(x− µX)。

以上我们针对两个随机变量 Y 和 X 定义了条件期望 E (Y |X)。条件期望
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Y

X1

X2

E(Y |X1)

E(Y |X1, X2)

图 3: 迭代期望公式图⽰

可以很⽅便的扩充到多个 X 的情形，⽐如 E (Y |X1, X2) 可以定义为：

E (Y |X1, X2) = h0 (X1, X2) = arg min
h∈H

{
E
[
(Y − h (X1, X2))

2
]}

条件期望有如下性质：

E [E (Y |X1, X2) |X1] = E (Y |X1)

即如果我们对随机变量 Y，先在⼤的空间上投影，再在这个⼤的空间上的⼀个
⼩的⼦空间上进⾏投影，与直接在这个⼩的空间上进⾏投影是相等的。图 (3)展
⽰了⼀个线性投影的⽰例，注意条件期望是⼀个更加⼴义的⾮线性投影。以上
公式我们称之为迭代期望公式（Law of iterated expectation）。定理 (3.4)可
以看成是令 X1 为常数的特殊情形。

以上条件期望的概念还可以继续推⼴。⾸先我们引⼊⼀个随机变量⽣成的
σ− 代数的概念。

定义 5. 令 X 为⼀个随机变量，令

σ ⟨X⟩ = σ
⟨
X−1 (A) : A ∈ B

⟩
即包含

{
X−1 (A) : A ∈ B

}
的最⼩ σ− 代数。
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例 16. 例 (2) 中，随机变量 Z 可能取值为：{1, 2, 3, 4}，因⽽：

σ ⟨X⟩ = σ
⟨
Z−1 (A) : A ∈ B

⟩
= σ < {(1, 1) , (2, 1) , (3, 1) , (4, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (1, 4)} ,

{(2, 2) , (2, 3) , (2, 4) , (3, 2) , (4, 2)} ,

{(3, 3) , (3, 4) , (4, 3)} ,

{(4, 4)} >

实际上，如果我们只知道 Z = 3，我们知道实际发⽣的情况应该是 {(3, 3) , (3, 4) , (4, 3)}
中的某⼀种。因⽽如果给定 Z = 3，我们把之前的 16种情况降低到了 3种情况。

在上例中，Z 总共有 4 种可能的取值，在每种 Z 的可能取值的情况下，
都可以把 16 种情况降低为更少的情况，因⽽增⼤了信息量。⽽如果我们使⽤
随机变量 Y，Y 共有 7 种可能的取值，给定 Y 也会增⼤我们的信息量。⽽
如果给定 (X,Y ) 两个随机变量，可以更加细分为 10 种情况，我们可以得到
σ ⟨X⟩ ⊂ σ ⟨X,Y ⟩ , σ ⟨Y ⟩ ⊂ σ ⟨X,Y ⟩，即两个随机变量提供了⽐单独⼀个随机变
量更多的信息。

现在，如果给定 Z = 3，那么我们可以把 E (Y |Z = 3)看成是 {(3, 3) , (3, 4) , (4, 3)}
中三种情况下 Y 的均值，即

E (Y |Z = 3) =
1

3
[(3 + 3) + (3 + 4) + (4 + 3)] =

20

3

类似的，对于概率空间 (Ω,F ,P)，我们可以对F 的⼀个⼦ σ−代数 G ⊂ F

定义条件期望如下：

定义 6. 对于概率空间 (Ω,F ,P)，G ⊂ F 为⼀个 σ− 代数，如果对于任意的
A ∈ G，随机变量 H 满⾜：

E (Y · 1A) = E (H · 1A)

那么我们称 H 为给定 G 随机变量 Y 的条件期望，记为 E (Y |G )。令 B ∈ F，
定义 P (B|G ) = E (1B |G ) 为条件概率。

注意以上定义与式 (5) 相同，所以以上定义的 E (Y |X) = E (Y |σ ⟨X⟩)。特
别的，令 G = {∅,Ω}，E (Y | {∅,Ω}) = E (Y )，即信息量最⼩的条件期望即为期
望本⾝。⽽以上的迭代期望公式也可以相应推⼴，即如果 G1 ⊂ G2 ⊂ F，那么：

E (Y |G1) = E {[E (Y |G2)] |G1}

即先在⼤的信息集上做投影，再将其投影到⼩的信息集上，等价于直接投影在
⼩的信息集上。
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6 常⽤多元随机变量

6.1 多元随机变量的位置尺度族

对于⼀个 n维随机向量 X，不失⼀般性，我们假设 E (X) = 0，我们记其协
⽅差矩阵 Var (X) = E (XX ′) = Σ。根据定义，Σ为 n×n维实对称矩阵，因⽽该
矩阵⼀定可以被对⾓化为⼀个正交矩阵 Γ和⼀个对⾓矩阵 Λ = diag (λ1, ..., λn)：

Σ = ΓΛΓ′

其中 Γ 为正交矩阵。此外，由于 Var (X) 是⼀个半正定矩阵，因⽽我们有特征
值 λi ≥ 0, i = 1, ..., n。现在我们定义对⾓矩阵的幂为：

Λp = diag (λp
1, ..., λ

p
n)

进⽽定义实对称矩阵的幂为：
Σp = ΓΛpΓ′

特别的，Σ−1 = ΓΛ−1Γ′ = Γdiag
(
λ−1
1 , ..., λ−1

n

)
Γ′，Σ− 1

2 = ΓΛ− 1
2Γ′ = Γdiag

(
λ
− 1

2
1 , ..., λ

− 1
2

n

)
Γ′。

我们有：

Σ−1Σ = ΓΛ−1Γ′Γ︸︷︷︸
I

ΛΓ′ = ΓΛ−1Λ︸ ︷︷ ︸
I

Γ′ = I

Σ− 1
2ΣΣ− 1

2 = ΓΛ− 1
2 Γ′Γ︸︷︷︸

I

ΛΓ′Γ︸︷︷︸
I

Λ− 1
2Γ = ΓΛ− 1

2ΛΛ− 1
2︸ ︷︷ ︸

I

Γ′ = I

Σ
1
2Σ

1
2 = ΓΛ

1
2 Γ′Γ︸︷︷︸

I

Λ
1
2Γ = ΓΛ

1
2Λ

1
2︸ ︷︷ ︸

Λ

Γ′ = Σ

现在令 Y = Σ− 1
2X，那么：

Var (Y ) = E
(
Σ− 1

2XX ′Σ− 1
2

)
= Σ− 1

2E (XX ′)Σ− 1
2

= Σ− 1
2ΣΣ− 1

2

= I

因⽽新⽣成的随机向量 Y 为⽅差为 1 且两两不相关的随机变量。
⼀般的，对于任意 n × n 维实对称正定矩阵 M 以及 n 维向量 b，令 Y =

M
1
2X + b，那么 X = M− 1

2 (Y − b)，那么其分布函数为：

FY (y) = FX

(
M− 1

2 (y − b)
)

相反，对于满⾜上式的⼀系列分布 {Pb,M : M为实对称正定矩阵}，我们称
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之为多元随机变量的位置尺度族，这是对⼀元随机变量的⾃然推⼴。如果密度
函数存在，那么其密度函数为：

fY (y) =
∣∣∣M− 1

2

∣∣∣ fX (M− 1
2 (y − b)

)
其中

∣∣∣M− 1
2

∣∣∣ 为 M− 1
2 的⾏列式值。

例 17. （多元正态分布）如果 Z1, ...Zn 为独⽴的正态分布，那么随机向量
(Z1, ..., Zn) 的联合密度函数为：

f (z) =

(
1√
2π

)n

exp
{
−

n∑
i=1

z2i
2

}
= (2π)

−n
2 exp

(
−z′z

2

)
, x = (z1, ..., zn)

′

那么给定⼀个 n× n 维实对称正定矩阵 Σ 以及 n 维向量 µ，X = Σ
1
2Z + µ，的

密度函数为：

fµ,Σ (x) = (2π)
−n

2

∣∣∣Σ− 1
2

∣∣∣ exp
{
−1

2
(x− µ)

′
Σ−1 (x− µ)

}
, x = (x1, ..., xn)

′ (6)

我们称满⾜以上密度函数的所有分布为多元正态分布（Multivariate normal
distribution），如果随机向量 X 服从上述多元正态分布，我们简记为 X ∼
N (µ,Σ)。由于标准正态分布的期望为 0，协⽅差矩阵为单位阵，因⽽ E (X) =

µ,Var (X) = Σ。

6.2 多元正态分布

前⾯在例 (17) 中，我们定义了联合正态分布。由于接下来我们将⼤量使⽤
联合正态分布，这⾥我们将详细讨论联合正态分布的⼀些性质。

由前所述，n 维多元正态分布实际上是 n 个独⽴的正态分布的联合分布⽣
成的位置尺度族，如果 X ∼ N (µ,Σ)，那么 E (X) = µ,Var (X) = Σ。现在，假设
随机向量 X 的分量两两不相关，Cov (Xi, Xj) = 0，那么 Σ = diag

(
σ2
1 , ..., σ

2
n

)
。

带⼊式 (6) 中，得到：

fµ,Σ (x) = (2π)
−n

2

∣∣∣Σ− 1
2

∣∣∣ exp
{
−1

2
(x− µ)

′
Σ−1 (x− µ)

}
=

n∏
i=1

1√
2πσi

exp
{
−1

2

(xi − µi)
2

σ2
i

}

=

n∏
i=1

fµi,σ2
i
(xi)

其中 fµi,σ2
i
(xi) 为⼀元正态分布的密度函数。因⽽如果 X 服从多元正态分布且

其分量之间两两不相关，那么其分量之间也是独⽴的。尽管⼀般来说不相关得
不到独⽴，但是如果随机变量服从联合正态分布，不相关可以得到独⽴。
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在位置尺度族中我们限定矩阵必须为实对称矩阵，⽽实际上，任意给定⼀
个矩阵 Mk×n 以及⼀个向量 ζk×1，如果 X ∼ N (µ,Σ)，随机向量 Y = MX + ζ

仍然服从正态分布，即 Y ∼ N (Mµ+ ζ,MΣM ′)。特别的，令 k = 1，即 M 为
1 × n 维向量，那么 Y 为⼀个⼀元的随机变量，也服从正态分布。因⽽正态分
布之和也为正态分布。

现在考虑分量之间两两不相关且⽅差相同的联合正态分布 X ∼ N
(
µ, σ2I

)
，

如果我们有⼀个正交矩阵 Γn×n，ΓΓ′ = I，那么 E (ΓX) = Γµ，Var (ΓX) =

ΓVar (X) Γ′ = σ2ΓΓ′ = σ2I，因⽽：

ΓX ∼ N
(
Γµ, σ2I

)
特别的，如果 X ∼ N (0, I)，那么 ΓX ∼ N (0, I)，即联合标准正态分布经过⼀
个正交矩阵变换之后，仍然是联合标准正态分布。

此外，根据例 (15)，如果 X ∼ N (µ,Σ)，那么其边缘分布和条件分布都为正
态分布。特别的，对于⼆维的联合正态分布随机变量 X = (X1, X2) ∼ N (µ,Σ)，
其中 µ = (µ1, µ2)

′，

Σ =

[
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
边缘分布 X1 ∼ N

(
µ1, σ

2
1

)
，条件分布

X1|X2 ∼ N

(
µ1 + ρ

σ1

σ2
(X2 − µ2) , σ

2
1

(
1− ρ2

))
相关系数 Corr (X1, X2) = ρ，条件期望 E (X1|X2) = µ1 + ρσ1

σ2
(X2 − µ2)。现在

定义
ϵ = X1 − E (X1|X2) = X1 − µ1 + ρ

σ1

σ2
(X2 − µ2)

由于正态分布之和（差）仍为正态分布，因⽽随机变量 ϵ 也为正态分布，其
期望 E (ϵ) = E (X1 − E (X1|X2)) = 0，⽅差 Var (ϵ) = Var

(
X1 − ρσ1

σ2
X2

)
=

σ2
1 + ρ2

σ2
1

σ2
2
σ2
2 − 2 · ρσ1

σ2
· ρσ1σ2 =

(
1− ρ2

)
σ2
1，因⽽ ϵ ∼ N

(
0,
(
1− ρ2

)
σ2
1

)
。将上

式重写，有 X1 = µ1 + ρσ1

σ2
(X2 − µ2) + ϵ = µ1 − ρσ1

σ2
µ2 + ρσ1

σ2
X2 + ϵ，上式对⼆

维联合正态进⾏了分解，将其中的⼀个分量分解为另外⼀个分量和⼀个误差项
（ϵ）的线性相加的形式。

这⾥需要提⽰的⼀点是，尽管多元正态分布的边缘分布为正态分布，但是反
过来，两个正态分布在⼀起不⼀定就是联合正态分布。⽐如，如果 X1 ∼ N (0, 1)，
⽽给定⼀个常数 c，定义

X2 =

X1 if |X1| > c

−X1 else

可以计算，X2 也为正态分布，但是 (X1, X2) 显然不是联合正态分布。
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以上⼆元情况还可以推⼴，如果 X = (X1, X2)
′ ∼ N (µ,Σ)，其中 X1 为

k × 1 向量，X2 为 (n− k)× 1 向量，µ = (µ1, µ2)
′，

Σ =

[
Σk×k Σk×(n−k)

Σ(n−k)×k Σ(n−k)×(n−k)

]

那么边缘分布 X1 ∼ N (µ1,Σk×k)，条件分布 X1|X2 ∼ N
(
µ̃, Σ̃

)
，其中：

µ̃ = µ1 +Σk×(n−k)Σ
−1
(n−k)×(n−k) (X2 − µ2)

Σ̃ = Σk×k − Σk×(n−k)Σ
−1
(n−k)×(n−k)Σ(n−k)×k

现在如果令 X ∼ N (µ,Σ)，令 Y = Σ− 1
2 (X − µ)，可以得到 Y ∼ N (0, I)，

进⽽可以得到

(X − µ)
′
Σ−1 (X − µ) = Y ′Y

=

n∑
i=1

Y 2
i

由于 Yi ∼ N (0, 1)且 Yi之间相互独⽴，从⽽ (X − µ)
′
Σ−1 (X − µ) =

∑n
i=1 Y

2
i ∼

χ2
n。
前⾯我们介绍了投影矩阵的概念，现在考虑⼀个投影矩阵 P，其必然可以

分解为 P = Γ′ΛΓ，其中 Γ 为正交矩阵，⽽ Λ 为对⾓矩阵，且对⾓元只能为 1

或者 0。现在考虑⼀个联合正态分布 X ∼ N (0, I)，那么：

X ′PX = X ′Γ′ΛΓX

= (ΓX)
′
Λ (ΓX)

根据之前的推理，Y = ΓX ∼ N (0, I)，因⽽：

X ′PX = Y ′ΛY

=
k∑

i=1

Y 2
k

其中 k = tr (P ) = tr (Λ)，因⽽ X ′PX ∼ χ2
k。

例 18. 在例 (1) 中，我们定义了 P0 = 1
n ιι

′ 以及 M0 = I − P0 = I − 1
n ιι

′，并有
tr (M0) = n− 1。对于联合正态分布 X ∼ N (0, I)，有：

X ′M0X =
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2 ∼ χ2
n−1
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对于两个投影矩阵 M 和 P，我们有如下定理：

定理 4. 如果 n 维随机向量 X ∼ N (0, I)，矩阵 M 和 P 为投影矩阵，那么⼆
次型 X ′MX 和 X ′PX 独⽴的充要条件是 MP = 0。

例 19. 接上例，我们有 P0M0 = 0，因⽽⼆次型 X ′P0X 和 X ′M0X 是相互独
⽴的。

在以上定理的基础之上，回顾 F 分布的定义，我们有如下定理：

定理 5. 如果 n维随机向量 X ∼ N (0, I)，矩阵M 和 P 为投影矩阵且MP = 0，
tr (M) = k1, tr (P ) = k2，那么

X ′PX/k2
X ′MX/k1

∼ Fk2,k1

类似的，对于⼀个向量 Ln×1，我们也有如下定理：

定理 6. 如果随机向量 X ∼ N (0, I)，矩阵 P 为投影矩阵，那么⼆次型 X ′PX

和随机变量 L′X 独⽴的充要条件是 PL = 0。

回顾 t 分布的定义，相应的我们有如下定理：

定理 7. 如果随机向量 X ∼ N (0, I)，矩阵 P 为投影矩阵，向量 L满⾜ PL = 0，
tr (P ) = k，且 L′L = 1，那么

L′X√
X ′PX/k

∼ tk

例 20. 如果 n 维随机向量 X ∼ N (0, I)，取 L = 1√
n
ι 以及 M0 = I − P0 =

I − 1
n ιι

′，可以得到：

M0L =

(
I − 1

n
ιι′
)

1√
n
ι

=
1√
n

(
ι− 1

n
ιι′ι

)
=

1√
n

(
ι− 1

n
ιn

)
=

1√
n
(ι− ι) = 0

且 E (L′X) = 0，Var (L′X) = L′IL = 1
n ι

′ι = 1，因⽽ L′X ∼ N (0, 1)。根据例
(18)，X ′M0X ∼ χ2 (n− 1)，因⽽：

L′X√
X ′M0X/ (n− 1)

=

√
nX̄√∑n

i=1(Xi−X̄)
2

n−1

∼ tn−1
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更加⼀般的，如果 X ∼ N
(
µ, σ2I

)
为独⽴同分布的随机向量，那么 1

σ (X − µ) ∼
N (0, I)，因⽽：

L′ ( 1
σ (X − µ)

)√[
1
σ (X − µ)

]′
M0

[
1
σ (X − µ)

]
/ (n− 1)

=
1
σL

′ ((X − µ))√
1
σ2X ′M0X/ (n− 1)

=
1
σ

√
n
(
X̄ − µ

)
1
σ

√∑n
i=1(Xi−X̄)

2

n−1

=

√
n
(
X̄ − µ

)√∑n
i=1(Xi−X̄)

2

n−1

∼ tn−1

其中 M0 (X − µ) = M0 (X − µι) = M0X − µM0ι = M0X。即如果随机向量 X

为独⽴且同分布的正态分布，那么：
√
n
(
X̄ − µ

)√∑n
i=1(Xi−X̄)

2

n−1

∼ tn−1

6.3 指数分布族

在上⼀节中我们讨论了单参数指数分布族，这⼀节中我们把指数分布族进
⼀步推⼴。更加⼀般化的指数分布族的定义如下：

定义 7. （指数分布族）对于⼀个参数族 {Pθ, θ ∈ Θ}，如果其概率密度（质量）
函数可以写成如下形式：

f (x|θ) = h (x) · exp
{

k∑
i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]−B (θ)

}
(7)

那么我们称 {Pθ, θ ∈ Θ} 为指数分布族（Exponential family）。

如果使⽤向量的形式，令

η (θ) =


η1 (θ)

η2 (θ)
...

ηk (θ)

 , T (x) =


T1 (x)

T2 (x)
...

Tk (x)


为列向量1，那么⽅程 (2) 也可以写为：

f (x|θ) = h (x) · exp
{
η (θ)

′
T (x)−B (θ)

}
1根据惯例，向量⼀般写为列向量的形式。
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例 21. 正态分布的密度函数：

f (x|µ, σ) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

如果令 θ =

(
µ

σ

)
∈ Θ = R× R+，那么其密度函数可以写为：

f (x|µ, σ) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

=
1√
2π

· exp
{
− (x− µ)

2

2σ2
− ln (σ)

}

=
1√
2π

· exp
{
−x2 − 2µx+ µ2

2σ2
− ln (σ)

}
=

1√
2π

· exp
{
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− µ2

2σ2
− ln (σ)

}

令 h (x) = 1√
2π
，η (θ) =

(
− 1

2σ2

µ
σ2

)
，T (x) =

(
x2

x

)
，B (θ) = µ2

2σ2 + ln (σ)，

可以得到正态分布也属于指数分布族。

需要注意的是，在指数分布族中，其密度函数：

f (x|θ) = h (x) · exp
{

k∑
i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]−B (θ)

}

= h (x) · exp {−B (θ)} · exp
{

k∑
i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]

}
∆
=

1

B (θ)
· h (x) exp

{
k∑

i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]

}

⽽由于
∫
f (x|θ) dx = 1，因⽽

B (θ) =

∫
h (x) exp

{
k∑

i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]

}
dx

这意味着指数分布族密度函数中的四个函数：h (x) , T (x) , η (θ) , B (θ)并不是独
⽴任意选取的。

与单参数的指数分布族类似，我们通常会把密度函数重新参数化，即对于
指数分布族

f (x|θ) = h (x) · exp
{
η (θ)

′
T (x)−B (θ)

}
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我们令 k 维向量 λ = η (θ)，那么指数分布族可以写为：

f (x|θ) = h (x) · exp {λ′T (x)− C (λ)} (8)

我们将指数分布族重新参数化为式 (8) 的形式，并将这种形式成为规范形
式（Canonical form），新的参数称之为⾃然参数（Natural parameter），⽽
新的参数的参数空间 Λ 为⾃然参数空间（Natural parameter space）。

例 22. 在正态分布例 (21) 中，可以令 λ = (λ1, λ2)
′
=
(
− 1

2σ2 ,
µ
σ2

)′，⽽
C (λ) = − λ2

2

4λ1
− ln (−2λ1)

2

其中 µ = − λ2

2λ1
, σ2 = − 1

2λ1
。由此我们写出了正态分布的规范形式。

在有了指数分布族的规范形式和向量导数的概念之后，我们可以介绍⼀下
定理：

定理 8. 对于⼀个规范形式的指数分布族的随机变量X ∼ Pλ ∈ {Pλ (x) , λ ∈ Λ}，
有：

1. Λ 为⼀个凸集

2. C (λ) 为凸函数（∂2C(λ)
∂λ∂λ′ 为正定矩阵）

3. E [T (X)] = ∂C(λ)
∂λ ，Var [T (X)] = E

[
T (X)T (X)

′]
= ∂2C(λ)

∂λ∂λ′

例 23. 例 (22) 中我们得到了正态分布的规范形式，其中 T (X) =
(
X2, X

)′，因
⽽使⽤上述定理：

E [T (X)] = E

([
X2

X

])
=

∂C (λ)

∂λ
=

[
λ2
2

4λ2
1
− 1

2λ1

− λ2

2λ1

]
=

[
µ2 + σ2

µ

]

在贝叶斯统计中，经常需要计算两个密度函数的乘积，诸如以下形式：

f (x|θ) · π (θ)

其中 π (θ) 为为参数 θ 的先验分布。如果概率密度函数 f (x|θ) 可以写为指数分
布族的形式，即：

f (x|θ) = h (x) · exp
{

k∑
i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]−B (θ)

}
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现在我们将以上密度中的参数（θ）视为变量，⽽将 Ti 视为参数，那么令：

πt (θ) = exp
{

k∑
i=1

[ti · ηi (θ)]− tk+1B (θ)− ln [k (t)]

}

其中 ln [k (t)] 使得
∫
π (θ) dθ = 1。可以得到

f (x|θ) · πt (θ) = h (x) · exp
{

k∑
i=1

[(Ti (x) + ti) · ηi (θ)]− (tk+1 + 1)B (θ)− ln (k (t))

}

= h (x) · exp
{

k∑
i=1

[si (x) · ηi (θ)]− sk+1B (θ)− ln (k (t))

}

其中 si (x) = (Ti (x) + ti) , i = 1, ..., k，sk+1 = tk+1 + 1。可以发现两者相乘之
后得到的密度函数与 πt (θ) 有着相同的密度函数。我们称 πt (θ) 为 f (x|θ) 的共
轭先验（Conjugate prior）。

例 24. 对于⼀个⽅差已知的正态分布 X ∼ N
(
µ, σ2

0

)
，其密度函数：

f (x|µ, σ) = 1√
2π

· exp
{
− 1

2σ2
0

x2 +
µ

σ2
0

x− µ2

2σ2
0

− ln (σ0)

}
如果视 µ 为变量，那么：

π (µ) ∝ exp
{

µ

σ2
0

t1 −
µ2

2σ2
0

t2

}

= exp

−
t2

(
µ2 − 2µ t1

t2
+

t21
t22

)
− t21

t2

2σ2
0


∝ exp

−

(
µ− t1

t2

)2
2
(

σ0

t2

)2


因⽽ π (µ) 为 N

(
t1
t2
,
(

σ0

t2

)2)
的正态分布。

习题

练习 1. 对于⼀个向量 x ∈ Rn 以及⼀个权重向量 w ∈ Rn，
∑n

i=1 wi = ι′w = 1，
我们希望计算其加权平均：

x̄w =
n∑

i=1

wi · xi

请写出⼀个幂等矩阵 Pw 使得 Pwx = x̄wι。
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练习 2. 若随机向量 (U, V ) 的分布函数为：

FU,V (u, v) =
uv

1− θ (1− u) (1− v)
, θ ∈ [−1, 1)

其中 P (U ∈ [0, 1]) = 1, P (V ∈ [0, 1]) = 1，求其边缘分布函数和边缘密度函数。

练习 3. 如果⼀个随机变量 X ∼ N (0, 1)，现如下定义随机变量 Y：

Y =

X − 2 with prob 0.5

X + 2 with prob 0.5

求 Var (Y )。

练习 4. 证明 g (X) · E (Y |X) = arg minh∈H

{
E
[
(g (X) · Y − h (X))

2
]}
。

练习 5. 证明 Var (Y ) = Var [E (Y |X)] + E [Var (Y |X)]

练习 6. 使⽤练习 (5) 中的结论，计算例 (13) 中的 Var (M)。

练习 7. 如果随机变量 X 和 Y 相互独⽴，求 E (Y |X)。

练习 8. 使⽤上述结论，产⽣⼀组⼆维正态随机变量 X = (X1, X2)，使得第⼀
个分量⽅差为 1，第⼆个分量⽅差为 2，且其相关系数为 0.5。

练习 9. Γ 分布是否属于指数分布族？

练习 10. 使⽤正态分布的规范形式求 EX3 及 EX4，并验证 ∂2C(λ)
∂λ∂λ′ 的正定性。

练习 11. 对于⼀个⼆项分布 X ∼ Bi (N, p)，N 已知，那么若将 p视为变量，那
么其共轭先验是什么分布？
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