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上海对外经贸⼤学统计与信息学院

在这⼀节中我们将讨论统计学的⼀些基本概念，这些概念是我们后⾯学习
统计学理论的基础。我们⾸先介绍统计学中总体、样本和模型的概念，进⽽介绍
统计量的概念及性质。

1 统计的基本概念

1.1 统计学中的数据

统计学是⼀门关于数据的学科，所有的统计⽅法都是围绕着数据展开的，因
⽽我们从数据的分类⼊⼿，介绍统计学的⼀些基本概念。

现实⽣活中碰到的数据是多种多样的，针对同⼀个个体，我们可以通过很
多特征对其进⾏刻画。⽐如，对于⼀个⼈来说，其性别、年龄、⾝⾼等都是其个
⼈的特征；⽽对于⼀家企业来说，其所有权性质、企业年龄、注册资本等也是其
特征。我们通常把这些描述个体的特征称为变量（Variable）。然⽽注意到，这
些变量的性质并不⼀样。⽐如我们可以⽐较两个⼈的⾝⾼、年龄的⼤⼩，然⽽
我们却不能⽐较性别的⼤⼩。因⽽尽管我们经常把数据全都编码为数值型（⽐
如男 =1, ⼥ =0 等），然⽽这些数值的⼤⼩并不是都有意义。根据数据度量的层
次，⼀般可以将数据分为以下三类：

1. 分类变量（Categorical variable）：指数据仅仅⽤于区分类别，⽽数据没
有数值上的意义，⽐如性别、企业注册类型等。

2. 顺序变量（Ordinal variable）：指数据的值不仅仅⽤于区分类别，还可
以⽤于排序。⽐如奖学⾦等级（⼀⼆三等），空⽓污染等级（重度污染，轻
度污染，良好）等。

3. 数值变量（Numerical variable）：指不仅仅数据的排序有意义，⽽且数
据值的差是有意义的。通常又可以将数值型数据分为离散变量和连续变量，
前者如次数、⼈数、年龄等，后者如温度、长度、⾦额等等。

当然，数据的分类⽅法并不唯⼀。⽐如有的分类⽅法将数据分为定类数据、定
序数据、定距数据和定⽐数据。⽽还有⼀些数据是复合类型，⽐如对于截尾数
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据（Censored data），就结合了顺序变量和数值变量的特点。针对不同类型的
数据，使⽤的统计⽅法经常有很⼤的差别。

⽽根据时间和个体进⾏划分，我们经常使⽤的数据⼀般有两种最基本的数
据类型：横截⾯数据（Cross-sectional data）与时间序列数据（Time series
data）。

其中，横截⾯数据，或者简称截⾯数据，指同⼀时间点或者时间段，对不同
主体的某些变量进⾏观测。⽐如在实验中，对于某⼀次实验，不同的实验对象的
不同观察指标组成的数据即横截⾯数据。再⽐如，在调查数据中，很多家庭的多
个变量组成的数据也是横截⾯数据。横截⾯数据只有个体上的差异⽽没有时间
上的差别。⼀般我们⽤ N 记为数据中个体的个数。

⽽时间序列数据是对于⼀个或者多个变量在不同时间上的观测。⽐如 2000
年到现在我国每个季度的 GDP 即时间序列数据。再⽐如 2000 年到现在我国每
个季度的货币供给 M0、M1、M2 也是时间序列数据。⼀般我们⽤ T 记为数据
中时间的长度。时间序列数据只有时间上的差异⽽不存在个体上的差异。

除这两种外，还有这两种类型数据的合并数据，如常⽤的⾯板数据（Panel
data）或者纵向数据（Longitudinal data）、重复⾯板数据（Repeated cross-
sectional data）等等。其中⾯板数据指的是同时观测多个个体，同时对于每个
个体，在不同时间段对某些变量进⾏观测。⽐如，单独看上海市从 2000 年到现
在每年的 GDP 是时间序列数据，然⽽如果我们可以观察到全国每个省从 2000
年到现在每年的 GDP，那么就是⾯板数据。⾯板数据既有时间上的信息又有不
同个体的信息，我们⼀般把 N ≫ T 的⾯板数据称为长⾯板数据。

1.2 统计模型

在获得数据之后，我们需要对这些数据建⽴概率模型。⼀般⽽⾔，⼀个典型
的统计学问题可以如下描述：进⾏⼀次或者⼀系列的随机试验，并且从这些随
机试验中收集了⼀些数据，⽽统计的任务就是使⽤这些数据提取我们希望得到
的信息，得到⼀些结论。在统计学中，我们希望得到的结论是多种多样的，⽐如
在机器学习中，最关⼼的结论是预测是否正确，⽽在计量经济学中，很多时候识
别因果关系则是最希望得到的结论。⼀般来说，统计⽅法可以分为描述性统计
⽅法和推断统计。

针对已经有的数据，⾸先可以进⾏⼀些描述性统计（descriptive statistics）
的⼯作。描述性统计通过表和图的形式对数据加以展⽰，常⽤的描述性统计量
⼀般包括均值、标准差、最⼤值、最⼩值、中位数、四分位数等。描述性统计经
常作为初步的研究，研究者可以通过描述性统计对数据的分布情况做初步的了
解，检查数据中可能有的错误，帮助研究者发现数据中特有的现象等等。

描述性统计虽然重要，但是只能作为初步的观察，⽽更进⼀步的结论则需
要借助统计推断（Statistical inference）来实现。统计推断通过概率建模的⽅
法，⽤已知的样本对未知的总体进⾏推断，⼀般包含着参数估计（Estimation）、
假设检验（Hypothesis testing）等内容。因⽽在这⾥，理解总体和样本的概
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念是⾮常重要的。
在统计推断理论中，数据集 {xi, i = 1, ..., N} 被视为是概率空间 (Ω,F ,P)

中⼀系列随机变量（向量）{Xi, i = 1, ..., N} 的实现，概率空间 (Ω,F ,P) 中的
概率函数 P 则被称为总体（Population）。

在统计推断中，我们经常将数据集 {xi, i = 1, ..., N} 建模为样本空间 Ω =

Rn 中随机试验的⼀个实现。如果随机变量 {Xi, i = 1, ..., N} 中 Xi 是相互独⽴
的，且具有相同的分布函数，那么我们称 {Xi, i = 1, ..., N}为独⽴同分布的（in-
dependent and identically dstributed，i.i.d）。如果 {Xi, i = 1, ..., N}是来
⾃于

∏N
i=1 (R,B, P )的⼀组随机变量，且独⽴同分布，我们称 {Xi, i = 1, ..., N}

为随机样本（Random sample），其中总体为 P，⽽随机变量的个数 N 称为
样本量（Sample size）。

由于随机样本其分布都相同且相互独⽴，因⽽总体 P 由 Xi 的边缘分布
FX (·) 确定，其联合分布可以写为：

F (x) =
N∏
i=1

FXi (xi) =
N∏
i=1

FX (xi)

其中第⼀个等号使⽤了独⽴的假设，⽽第⼆个等号使⽤了同分布的假设。

例 1. 如果我们希望使⽤统计⼿段调查⼀条⽣产线上的次品率，我们经常会对这
个产品线上的产品进⾏抽样。如果我们抽取了 N 个样本 {Xi, i = 1, ..., N}，假设
Xi = 1为次品，否则为 0，Xi 独⽴同分布，那么这⾥ Ω = {0, 1}N，⽽总体 P 为
⼀个伯努利分布 P (Xi = 1) = p。我们的⽬的即希望通过样本 {Xi, i = 1, ..., N}
对总体 P 做出推断。由于每个 Xi 其概率质量函数为：

P (Xi = x) = px (1− p)
1−x

, x = 0, 1

因⽽样本 {Xi, i = 1, ..., N} 的联合密度函数为：

P (x) =
N∏
i=1

pxi (1− p)
1−xi = pN1 (1− p)

N−N1

其中 N1 =
∑N

i=1 xi。

例 2. 有的时候我们会对某些测量感兴趣（如体温、距离、长度等），如果我们
对其进⾏ N 次观测，假设每次观测误差都是独⽴同分布的，记每次观测为 Xi，
那么这⾥ Ω = RN，⽽其联合分布函数：

F (x) =
N∏
i=1

FXi (xi) =
N∏
i=1

FX (xi) =
N∏
i=1

P (Xi ≤ xi)

其中 FX (·) 为每次测量的边缘分布。在这⾥，我们的总体 P 与边缘分布 FX (·)
是等价的。
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⽽在⼀些问题中，我们所关注的个体是有限的。⽐如如果我们只对⼀批产
品的合格率感兴趣，或者当我们关注全国⼈民的收⼊分布时，全国⼈民是⼀个
有限的集合。然⽽在这些情况下，调查每⼀个个体经常是不现实的，所以我们需
要在所关注的个体中找到⼀个⼦集进⾏研究。当然，对所有关注的个体进⾏调
查也是有可能的，⽐如普查（Census），包括⼈⼜普查、经济普查等。

⼀般的，如果令 P = {y1, y2, ..., yM} 为我们所关⼼的全体，⽽全体不能⼀
⼀进⾏调查，我们通常对其⼀个⼦集 S ⊂ P 进⾏调查。因⽽这⾥就涉及到我们
如何从 P 中挑选出⼦集 S，即抽样（Sampling）问题。

抽样⽅法分为两种：概率抽样（Probability sampling）和⾮概率抽样
（Nonprobability sampling）。其中概率抽样指每个个体都有正的概率被抽中，
且该概率已知（或者可以被计算）。概率抽样的统计性质良好，因⽽我们下⾯主
要集中在概率抽样的条件下进⾏讨论。

⼀个最简单的概率抽样⽅法即从M 个元素中等可能的不放回地抽取（sam-
pling without replacement）N 个样本 {Xi, i = 1, ..., N}，即简单随机抽样
（simple random sampling）。由于在这种情况下，样本的分布由 P 和每个个
体被抽中的概率决定，因⽽我们通常将 P 称之为总体。

除了简单随机抽样之外，综合考虑调查成本和其他因素，还有其他的抽样
⽅法，如：

1. 系统抽样（Systematic sampling）：指先根据⼀定规则对个体排序，再根据
⼀定的规则选取样本。⽐如对⼀个班的学⽣进⾏抽样，可以抽取学号尾数
为 1 的所有个体。

2. 分层抽样（Stratified sampling）：先对所有个体分组，再在每个组内进⾏
抽样。⽐如如果需要抽取全国的样本，可以在每个城市单独抽样然后汇总。

3. 整群抽样（Cluster sampling）：先对所有个体分组，再抽取组别，进⽽调查
被抽中的组的所有个体。⽐如想要在全校学⽣中抽样，可以抽取班级，再
调查被抽中的班级的所有学⽣。

4. 多阶段抽样（Multi-stage sampling）：先对所有个体分组，抽取分组，再
在每个组内部抽样。与分层抽样的差别是，分层抽样要求每个组内都进⾏
抽样，⽽多阶段抽样只对抽中的组进⾏抽样。⽐如可以对全国所有城市中
抽取 20 个城市，再在这 20 个城市中进⾏抽样。

5. ⾯板抽样（Panel sampling）：指先随机抽取样本，之后隔⼀段时间对同⼀
批个体进⾏反复的调查，可以获得⾯板数据。

注意以上抽样⽅法并不能⼀定保证每个个体被抽中的概率相等。
在这⾥需要特别注意的是，在抽样的情况下，我们虽然可以认为样本 Xi 是

同分布的，但是样本未必是独⽴的，因⽽样本的联合分布不⼀定可以写成样本
边缘分布的乘积的形式。⽐如，如果我们关⼼全国的家庭总消费，不同地区可能
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有不同的消费和物价⽔平，因⽽每个家庭的消费可能满⾜如下形式：

Cri = αr + ϵri

其中 r代表地区，⽽ i代表每个家庭。如果假设 ϵri为独⽴同分布的，且 Cov (ϵi, αr) =

0，那么对于同⼀地区的不同个体，Cov (Cir, Cjr) = Cov (αr + ϵi, αr + ϵj) =

Var (αr)，因⽽消费⽔平可能不是独⽴的，除⾮ αr = α 为所有地区都相等的常
数。

以上定义了总体，即⼀个概率函数 P，然⽽现实中总体 P 是不能被观测的，
⽽统计推断的任务就是使⽤可以观测的样本 {Xi} 对未知的总体进⾏推断。⽽
所谓的统计模型（Statistical model）即通过对总体 P 做⼀系列的假设，简化
问题并对总体进⾏推断。

⼀般来说，统计模型分为参数模型（parametric model）和⾮参数模型
（nonparametric model），以及介于两者之间的 参数模型（semi-parametric

model）。
参数模型即假设总体 P 属于某⼀个参数族 P = {Pθ : θ ∈ Θ}，其中 Θ ⊂ Rd，

且⼀旦 θ确定了，那么 Pθ 为⼀个概率函数。其中 Θ被称为参数空间（parameter
space），⽽ d 称为参数空间的维数。

对于参数族 {Pθ, θ ∈ Θ}，如果当 θ1 ̸= θ2 时，必然有 Pθ1 ̸= Pθ2，那么我
们称其为可识别的（identifiable）。如果参数族不可识别，意味着存在多于⼀个
θ 代表了同⼀个概率函数，或者模型的解不唯⼀。因⽽⼀般我们要求参数模型必
须为可识别的。

例 3. 在例 (2) 中，我们可以假设每⼀次测量 Xi ∼ N
(
µ, σ2

)
，其中 µ 为测

量的真实值（如真实体温、长度），⽽ σ2 代表每次测量可能的误差⼤⼩，且假
设误差服从正态分布。在这⾥，我们假设总体 P ∈

{
N
(
µ, σ2

)}
，参数空间为

Θ = R× R+。只要 µ 和 σ2 确定了，那么总体 P 也就确定了。

相反，如果对总体 P 不做任何参数上的假定，我们称其为⾮参数模型。此
类模型并不假设 P 属于某⼀个参数族，⽽是对 P 做了其他的假定，如对分布函
数的连续型、光滑性、对称性等做出假定。

2 统计量及其抽样分布

在统计理论中，所有的统计⽅法都是通过统计量（Statistic）实现的。⼀般的，
对于概率空间 (Ω,F ,P) 中的⼀组样本 {Xi, i = 1, 2, ..., N} , X = [X1, ..., XN ]

′，
统计量即样本的⼀个不依赖于其具体实现的函数 T (X)。由于 X 为随机向量，
因⽽统计量 t = T (X) 作为随机向量的函数仍然是概率空间 (Ω,F ,P) 上的随
机变量，所以统计量 s 同样具有期望、⽅差、分布等随机变量所具有的特征。其
中统计量的分布称为抽样分布（sampling distribution）。

统计量是所有统计⽅法的基本⼯具，在不同的统计⽅法中有不同的称谓，如
在描述性统计中，统计量⼀般称之为描述性统计量（descriptive statistic）；在
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参数估计中，我们称其为估计量（estimator）；⽽在假设检验中，我们称其为
检验统计量（test statistic）。

这⾥需要注意参数 θ 和统计量 t 的差别。参数是总体的特征，因⽽是不可
观测的，⽽估计量是样本的函数，由于样本是可以观测的，因⽽估计量也必须是
可以计算可以观测的。统计推断的⽬标即使⽤有限的样本，通过计算样本统计
量，对总体的参数做出推断。

为了符号统⼀，在不引起歧义的情况下，接下来我们将不区分样本 {Xi} 及
其实现 {xi, i = 1, 2, ..., N}，即当我们使⽤ {xi} 时，仍然代表来⾃于总体的⼀
组样本，即概率空间中的⼀系列随机变量。

接下来我们以样本均值和样本⽅差为例，介绍⼀些简单的统计量的抽样分
布。

2.1 样本均值

样本均值（Mean）是对数据平均⽔平的最常⽤的度量，其定义为：

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi = L′x

其中 x = (x1, x2, ..., xN )
′，L = 1

N ι。注意样本均值使得样本均⽅误差最⼩化，
即：

x̄ = arg min
c

1

N

N∑
i=1

(xi − c)
2

如果假设 {xi} 为独⽴同分布的样本，且 E (xi) = µ，Var (xi) = σ2（或记
为 xi ∼

(
µ, σ2

)
i.i.d），那么我们有：

E (x̄) = E

(
1

N

N∑
i=1

xi

)
=

1

N

N∑
i=1

E (xi) =
1

N

N∑
i=1

µ = µ

Var (x̄) = Var
(

1

N

N∑
i=1

xi

)
=

1

N2

N∑
i=1

Var (xi) =
1

N2

N∑
i=1

σ2 =
σ2

N

更进⼀步，如果 {xi}来⾃于正态总体且独⽴同分布，即：xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d，

或者等价的记为 x ∼ N
(
µι, σ2I

)
，那么可以得到 x̄ ∼ N

(
µ, σ

2

N

)
，或者：

√
N
x̄− µ

σ
=
x̄− µ√

σ2

N

∼ N (0, 1) (1)

即正态总体的样本均值服从正态分布。
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2.2 样本⽅差

样本⽅差是数据离散程度最常⽤的度量，其定义为：

s2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)
2
=

1

N − 1
x′M0x

其中 M0 = I − P0 = I − 1
N ιι

′。相应的，样本标准差定义为：s =
√
s2。由于：

1

N

N∑
i=1

(xi − x̄)
2
=

1

N

N∑
i=1

(
x2i + x̄2 − 2x̄xi

)
=

1

N

N∑
i=1

x2i + x̄2 − 1

N

N∑
i=1

2x̄xi

=
1

N

N∑
i=1

x2i + x̄2 − 2x̄ · 1

N

N∑
i=1

xi

=
1

N

N∑
i=1

x2i + x̄2 − 2x̄2

=
1

N

N∑
i=1

x2i − x̄2

从⽽样本⽅差可以写为：

s2 =
N

N − 1

(
1

N

N∑
i=1

x2i − x̄2

)
=

N

N − 1

(
x2 − x̄2

)
即样本均值可以写为样本平⽅的均值减去样本均值的平⽅，乘以 N

N−1。注意到
在计算样本均值时，我们使⽤ N 做为分母，然⽽在计算样本⽅差时，我们使⽤
N−1作为分母，这是由于使⽤ N−1做分母可以保证样本⽅差的期望 Es2 = σ2，
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即如果假设 xi ∼
(
µ, σ2

)
i.i.d，那么：

Es2 =
N

N − 1
E

(
1

N

N∑
i=1

x2i − x̄2

)

=
N

N − 1

 1

N

N∑
i=1

E
(
x2i
)
− E

(
1

N

N∑
i=1

xi

)2


=
N

N − 1

µ2 + σ2 − 1

N2
E

 N∑
i=1

x2i + 2
N∑

1≤i<j≤N

xixj


=

N

N − 1

µ2 + σ2 − 1

N2
E

(
N∑
i=1

x2i

)
− 2

N2
E

 N∑
1≤i<j≤N

xixj


=

N

N − 1

[
µ2 + σ2 − 1

N

(
µ2 + σ2

)
− 2

N2

N2 −N

2
µ2

]
=

N

N − 1

[
µ2 + σ2 − 1

N

(
µ2 + σ2

)
− N − 1

N
µ2

]
= σ2

⽽如果更进⼀步，假设 x ∼ N
(
µι, σ2I

)
，由于 M0µι = µ

(
I − 1

N ιι
′) ι =

µ
(
ι− 1

N ιι
′ι
)
= 0，那么

(N − 1) s2

σ2
=

1

σ2
x′M0x =

(
x− µ

σ

)′

M0

(
x− µ

σ

)
其中 x−µ

σ ∼ N (0, I)，且 M0 为投影矩阵，tr (M0) = tr
(
I − 1

N ιι
′) = tr (I) −

1
N tr (ιι′) = N − 1

N tr (ι′ι) = N − 1，因⽽可以得到：

(N − 1) s2

σ2
∼ χ2

N−1

即正态总体的样本⽅差标准化之后服从卡⽅分布，且⾃由度为 N − 1。注意这⼀
结论是在正态总体且独⽴同分布的假定下得到的。
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如果我们将式 (1) 中的总体⽅差 σ2 替换为样本⽅差 s2，即：

√
N
x̄− µ

s
=

√
N
x̄− µ√
s2

=
√
N

L′x− µ√
1

N−1x
′M0x

=
√
N

L′ (x− µ)√
1

N−1x
′M0x

=
√
N

L′ (x−µ
σ

)√
1

N−1
1
σ2x′M0x

由于 x−µ
σ ∼ N (0, I)，因⽽

√
NL′ x−µ

σ ∼ N (0, NL′L) = N (0, 1)，⽽分母上
1
σ2x

′M0x ∼ χ2
N−1，且 LM = 1

N ι
(
I − 1

N ιι
′) = 0（分⼦与分母独⽴，即 X̄ 与 s2

是独⽴的1），因⽽： √
N
x̄− µ

s
=
x̄− µ√

s2

N

∼ tN−1 (2)

由于 tN−1 分布在 N → ∞ 时趋向于标准正态分布，因⽽当样本⾜够⼤时，上
述分布趋向于正态分布。对于样本 {xi}，如果我们对每个样本都减去样本均值，
再除以样本标准差，即：

xsi =
xi − x̄

s

我们称这个过程为标准化（standardrize），标准化之后的数据 {xsi} 其样本均
值为 0，⽽样本⽅差为 1。注意由于：

x̄− µ

s
=

1

N

N∑
i=1

xi − µ

s
=

1

N

N∑
i=1

xsi

因⽽式 (2) 表明，标准化之后的样本均值乘以
√
N 服从 t 分布，且其⾃由度为

N − 1。仍然，这⼀结论只有在独⽴同分布的正态总体下才成⽴。

2.3 分位数与次序统计量

上⼀节中我们介绍了使⽤样本均值度量平均⽔平，使⽤样本⽅差度量数据
的离散程度。⽽除了平均值，中位数（median）是平均⽔平的另外⼀种度量⽅
法。

对于⼀个总体 P，如果其分布函数为 F (x)，那么中位数定义为 F−1
(
1
2

)
。

例如，由于对称性，正态分布 N
(
µ, σ2

)
的中位数为 µ。注意中位数是以下最⼩

化问题的解：
min
c

E |X − c| (3)

1注意这⼀结论的前提是总体为正态分布。
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为证明以上结论，注意当以上⽬标函数取最⼩值时，⼀阶条件意味着：

0 =
∂E |X − c|

∂c

=
∂
∫
R |x− c| dF (x)

∂c

=

∫
R

∂ |x− c|
∂c

dF (x)

=

∫ ∞

c

(−1) dF (x) +

∫ c

−∞
1dF (x)

= − [1− F (c)] + [F (c)− 0]

= −1 + 2F (c)

因⽽当 c = F−1
(
1
2

)
时，上式成⽴。

对于⼀组样本 {x1, x2, ..., xN}，记最⼩的样本为 x(1)，第⼆⼩的样本为 x(2)，
以此类推，最⼤的样本记为 x(N)。我们称 x(n)为次序统计量（order statistics）。
样本中位数（sample median，记为 M）定义为：

M =


x(n+1

2 ) n为奇数(
x
(n

2 )
+x

(n
2

+1)

)
2 n为偶数

注意实际上中位数是以下最⼩化问题的解：

min
c

1

N

N∑
i=1

|xi − c|

以上最⼩化问题是式 (3) 的样本等价形式。
更进⼀步，我们还可以定义其他的分位数（quantiles）。q分位数（q-Quantiles）

即将实轴分为概率相等的 q 部分。q − 1 个分位数值将实轴分为 q 个概率相等
的部分。⽐如，四分位数（quartiles，记为 Q），即 Q1 = F−1 (0.25) , Q2 =

F−1 (0.5) , Q3 = F−1 (0.75)。此外，百分位数（percentiles，记为 P），即 Pp =

F−1
(

p
100

)
, p = 1, 2, ..., 99。

如果令：

ψq (x) =

qx x > 0

(q − 1)x x ≤ 0

其中 0 < q < 1，那么可以证明，F−1 (q) 是以下最⼩化问题的解：

min
c

Eψq (X − c)

类似的，对于 0 < q < 1，令 {Nq} 代表 Nq 的四舍五⼊，那么样本的分位
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−4 −2 2 4

1

2

3

4 ψq(x), q = 0.5

ψq(x), q = 0.25

图 1: ψq (x) 函数⽰意图

数即 x({Nq})。同样，样本分位数也是以下最⼩化问题的解：

min
c

1

N

N∑
i=1

ψq (xi − c)

以上我们使⽤次序统计量 x(n) 定义了中位数、分位数，接下来我们讨论次
序统计量的分布问题。对于次序统计量，我们有如下定理：

定理 1. 如果 x(1), x(2), ..., x(n) 为独⽴同分布随机样本 {Xi, 1 ≤ i ≤ N} 的次序
统计量，且总体分布函数为 F (x)，密度函数为 f (x)，那么次序统计量 x(n) 的
密度函数为：

fx(n)
(x) =

N !

(n− 1)! (N − n)!
f (x) [F (x)]

n−1
[1− F (x)]

N−n

Proof. 可以⾸先计算 x(n) 的分布函数 Fx(n)
(x) = P

(
x(n) ≤ x

)
，密度函数即其

分布函数的导数。现在令 Y 为⼩于等于 x 的样本数，即 Y = # {xi ≤ x}，那么
Y ∼ Bi (N,F (x))。⽽ x(n) ≤ x 等价于 Y ≥ n，因⽽：

Fx(n)
= P (Y ≥ n) =

N∑
k=n

(
N

k

)
[F (x)]

k
[1− F (x)]

N−k

对以上分布函数求导可得结论。

此外，我们还可以计算不同次序统计量之间的联合分布。所有次序统计量
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的联合密度函数为：

fx(1)...x(n)
(x1, ..., xn) =

N !
∏N

i=1 f (xi) −∞ < x1 < ... < xn <∞

0 otherwise

其中 N ! 是由于对于⼀个随机样本，有 N ! 中情况可以得到 −∞ < x1 < ... <

xn < ∞ 的实现。⽐如样本 {x1 = 1, x2 = 2} 和样本 {x1 = 2, x2 = 1} 都可以产
⽣相同的次序统计量，因⽽有 2! 中情况。根据以上的密度函数，可以得到任意
两个次序统计量

(
x(i), x(j)

)
, 1 ≤ i < j ≤ N 的联合密度函数为：

fx(i),x(j)
(u, v) =


N ![F (u)]i−1[F (v)−F (u)]j−i−1[1−F (v)]N−jf(u)f(v)

(i−1)!(j−i−1)!(N−j)! u < v

0 otherwise

3 描述性统计

正如前⽂所述，统计⽅法包括描述性统计和统计推断两部分。虽然统计推
断是数理统计的核⼼，然⽽在数据分析之前，做好描述性统计是⾮常重要的。

描述性统计即使⽤图和表的形式对数据的分布特征进⾏度量。描述性统计
可以帮助研究者初步掌握数据的分布情况，并发现数据中潜在的问题，⽐如异
常值的存在、数据的不⼀致性等。此外，描述性统计给研究者提供了⼀些需要
解释的现象，⽐如研究⼈员发现城市的⼤⼩、姓⽒的分布等都服从幂律（Power
law），该如何解释这些分布规律成为了⼀些学科的研究热点。最后，描述性统计
的结果有利于对统计推断结果的理解，如回归分析中，回归结果经常需要与描
述性统计相配合才能得到回归系数的影响⼤⼩。

下⾯我们分描述性统计量和统计图表两部分介绍描述性统计的初步知识。

3.1 描述性统计量

针对已有的数据，可以使⽤⼀些样本统计量对数据进⾏描述。⽽针对不同
的数据类型，使⽤的描述性统计量也不尽相同，⽐如，对于分类数据，就不能计
算其均值和中位数等。下⾯我们将分别对这些描述性统计量做简要介绍。

3.1.1 平均⽔平度量

常⽤的度量平均⽔平的描述性统计量有众数、中位数、平均数等。

1. 众数（mode）：适⽤于分类数据和顺序数据，指样本数量最多的类别。如
⼀个班中男⽣ 30 ⼈，⼥⽣ 20 ⼈，那么众数即男⽣。

2. 中位数（median）：适⽤于顺序数据和数值型数据，但是不适⽤于分类数
据。对于顺序数据，如⼀等奖 3 ⼈、⼆等奖 5 ⼈、三等奖 7 ⼈，那么中位
数即为⼆等奖。中位数具有不易受异常值影响的优点。此外，中位数对于
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单调变换有不变性，⽐如⼀组数据 {xi} 的中位数为 M，那么经过单调变
换之后的数据，⽐如 {ln (xi)} 的中位数为 ln (M)。

3. 平均数（mean）：仅适⽤于数值型数据。与中位数相⽐，平均数⽐较容易
受到异常值的影响，然⽽其具有⾮常良好的性质，因⽽是最常使⽤的平均
⽔平的度量。

3.1.2 离散程度度量

常见的度量平均⽔平的描述性统计量有：异众⽐率、四分位差、极差、标准
差、离散系数等。

1. 异众⽐率（variation ratio）：适⽤于分类数据和顺序数据，指样本中⾮
众数组的⽐例。

2. 四分位差（quartile deviation）、极差（range）：适⽤于顺序数据和数值
型数据，其中四分位差定义为 Q3 −Q1，⽽极差定义为 x(N) − x(1)。同样，
这两个变量不太容易受到极端值的影响。

3. 标准差（standard deviation）：适⽤于数值型数据，是离散程度的最常
⽤的度量。

4. 离散系数（coefficient of variation）：适⽤于数值型数据，定义为样本
标准差与样本均值的⽐值：

v =
s

x̄

其优点是消除了单位以及平均⽔平⼤⼩的影响。

3.1.3 偏度系数与峰度系数

偏度系数度量了数据分布的对称性，⽽峰度系数则度量了分布的厚尾性。常
⽤的偏度系数有：

1. 样本偏度系数（sample skewness）：是偏度系数的最常⽤度量，定义为：

b1 =
N2

(N − 1) (N − 2)

1
N

∑N
i=1 (xi − x̄)

3

s3

当样本偏度系数⼤于 0 时为右偏，⼩于 0 时为左偏。

2. ⾮参数偏度（nonparametric skew）：定义为：

b2 =
x̄−M

s

即当样本均值⼤于中位数时为右偏，⼩于时为左偏。
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当分布对称时，两个偏度系数都等于 0。注意两种定义下的偏度系数可能会出现
符号相反的情况，即样本偏度系数⼤于 0 并不⼀定代表均值⼤于中位数。

⽽峰度系数度量了数据分布的厚尾特性（tailedness），其定义为：

k =
1
N

∑N
i=1 (xi − x̄)

4

s4

由于正态分布的峰度系数为 3，因⽽应⽤中经常将峰度系数减 3 处理，即定义：

k =
1
N

∑N
i=1 (xi − x̄)

4

s4
− 3

需要注意的是，虽然峰度系数中⽂名称似乎与分布的峰有关，然⽽其度量的是
分布的尾巴的厚度。虽然⼀般情况下，厚尾伴随着尖峰，然⽽情况并不总是如
此。

3.1.4 相关系数

我们经常会关⼼两组数据 {(xi, yi) , i = 1, ..., N} 的相关性，此时需要使⽤
相关系数。常⽤的相关系数包括：

1. Pearson 相关系数（Pearson correlation coefficient）：是最常⽤的相
关系数，简称样本相关系数（sample correlation coefficient），其计算公式
为：

ρ =

∑N
i=1 xiyi −Nx̄ȳ

(N − 1) sxsy

注意样本相关系数只能度量变量之间的线性相关性。

2. Spearman 秩相关系数（Spearman’s rank correlation coefficient）：
即数据排序的相关系数，度量了两个变量单调变换的相关性。如果记 r (xi)

为 xi 在样本中的排序，r (yi) 为 yi 在样本中的排序，那么秩相关系数被
定义为 r (xi) 与 r (yi) 的样本相关系数。

例 4. ⼀组数据：{(1, 1) , (2, 4) , (3, 9)}，可以得到 x̄ = 2, ȳ = 14
3 , sx = 1, sy = 7√

3
，

其样本相关系数为：

ρ =
(1 + 8 + 27)− 3× 2× 14

3

2× 1× 7√
3

≈ 0.9897

⽽两列数据的排序分别为：{(1, 1) , (2, 2) , (3, 3)}，因⽽其秩相关系数为：

r =
(1 + 4 + 9)− 3× 2× 2

2× 1× 1
= 1

即两组数据存在着完全负向的单调关系，然⽽并不存在完全单调的负向线性关
系。
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图 2: 条形图⽰例：我国⼈⼜教育程度分布

3.2 数据的图表展⽰

虽然以上描述性统计量从各个⽅⾯对数据进⾏了描述，然⽽这些统计量仍
然不够直观。⽽图、表可以以更加直观的⽅式呈现数据。下⾯我们分别介绍⼀些
简单的数据图表。

3.2.1 统计图

图形可以⾮常直观的展⽰数据的分布等情况。以下介绍⼏种最为常见的统
计表：

1. 条形图（bar chart）：为⼀个⼆维图，其中 x 轴为分类数据或者顺序数据，
纵轴可以为频数、频率或者其他数值型数据等。当纵轴为为频数时，条形
图的⾼度表⽰频数，⽽条形图的宽度没有意义。

2. 饼图（pie chart）：使⽤圆形及扇形⾓度表⽰⽐例，⼀般⽤于展⽰分类数据
的⽐例。

3. 直⽅图（histogram）：⽤来表⽰数值型数据密度分布的⼀种图，使⽤矩形⾯
积代表落在某⼀区间内概率的⼤⼩，是数值型数据最常⽤的分布图形。注
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图 3: 直⽅图⽰例：我国家庭收⼊对数的分布

意直⽅图与条形图的差别，条形图针对分类数据，其宽度没有意义，只有
长度有意义，⽽直⽅图每个柱形的宽度代表区间⼤⼩，其⾯积代表落⼊该
区间的概率；条形图针对分类数据，因⽽不同类别之间矩形是分开的，⽽
直⽅图代表的是连续的区间，因⽽矩形之间是紧密相连的。

4. 箱线图（box chart）：即将数据的最⼩值、最⼤值、中位数、四分位数（Q1, Q3）
画在图中，两个四分位数作为「箱⼦」，并在中间表⽰中位数，再将最⼤
值、最⼩值与箱⼦连接所做的图（如图 (4) 所⽰）。箱线图可以⽐较直观的
观察数据的平均⽔平、离散程度以及偏态。

5. 散点图（scatter diagram）：⼀种⼆维图，x 轴与 y 轴分别表⽰⼀个变量，
将数据的 x− y 组合以散点的形式画在图上，表⽰两个变量之间的相关关
系。例如，图 (5) 展⽰了 2011 年我国⼈⼜⼤于 300 万的城市的⼈⼜数与
其⼈⼜数排名之间的关系，可以看到除了某些异常点之外，两个变量之间
有着近似的线性关系。此外，散点的颜⾊、⼤⼩等也可以表⽰第三维数据，
如⽓泡图等。

6. 线图（line plot）：横轴为某⼀序列（如时间），纵轴为数值型数据，⼀般⽤
来描述时间序列数据。
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图 4: 箱线图⽰例：分所有制企业规模（ln (总资产)）
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数据来源：2011 年《中国城市统计年鉴》

图 5: 散点图⽰例：我国城市⼈⼜排名与⼈⼜数的关系
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表 1: 描述性统计表⽰例
(1) (2) (3) (4) (5)

变量 样本量 均值 标准差 最⼩值 最⼤值

总⼈⼜ 286 439.5 312.0 19.50 3,330
⼈均⽣产总值 286 38,812 24,247 6,457 163,014
第⼀产业⽐重 286 13.06 8.130 0.0600 48.64
第⼆产业⽐重 286 51.96 10.49 17.02 89.34
第三产业⽐重 286 34.98 9.056 10.15 76.07
注：数据来源：2011 年《中国城市统计年鉴》

在画图时需要特别注意图的坐标轴。例如，为了便于⽐较，⼀般条形图、直
⽅图、线图的横轴应该以 0 开始，不以 0 为起始的图经常给⼈以误导。

除了以上介绍的这些图之外，还有很多其他类型的图，在这⾥我们不⼀⼀
赘述。

3.2.2 统计表

除了图之外，统计表格也是经常使⽤的描述性统计⼯具。⼀般来说，⼀张统
计表应该包含表头、⾏标题、列标题、数值、附注等部分。此外，在格式上，统
计表格⼀般要遵循⼀定的规范，如表格除了上下两条横线⽤粗线之外，其他线
⼀般⽤细线；统计表格⼀般两边不封⼜。表 (1) 展⽰了⼀张典型的描述性统计
表格。

4 充分统计量

以上我们介绍了统计量的概念。我们知道，在参数模型中，我们假设总体
P 属于某⼀个参数族 P = {Pθ : θ ∈ Θ}，其中 θ ∈ Θ 为参数。在获得了⼀个样
本 x = (x1, ..., xN ) 之后，我们通常会使⽤⼀些统计量 T (x) 来描述总体 P 的分
布，⼀般⽽⾔，这些统计量的个数⼩于样本数量。⼀个很⾃然的问题是，这些统
计量 T (x) 在何种程度上代表了样本 x 所包含的信息呢？是不是存在有限个统
计量使得这些统计量能够完全代表样本的信息呢？这⾥我们需要所谓的充分统
计量（Sufficient statistics）的概念。

定义 1. （充分统计量）若 x = (x1, ..., xN ) 为来⾃于未知总体 P ∈ P =

{Pθ : θ ∈ Θ}的⼀组样本，如果给定⼀组统计量 T (x)，样本的条件分布 f (x|T (x) = t)

不依赖于 θ，那么我们称 T (x) 为充分统计量。

以上定义意味着，如果我们计算得到了充分统计量 T (x)，那么样本 x 不包
含除了 T (x) 之外的关于 θ 的任何信息，或者说，充分统计量 T (x) 包含了使
⽤样本 x 对总体 P（或者等价的，θ）进⾏推断所需要的所有信息。这也就意味
着，如果两个样本 x1 和 x2，有 T

(
x1
)
= T

(
x2
)
，那么我们对于 θ 的所有推断

应该是等价的，⽽不管 x1 = x2 是否成⽴。
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例 5. 假设 xi ∼ Ber (p) i.i.d，x = (x1, ..., xN )，那么样本的联合分布为：

f (x = x̃) =

N∏
i=1

px̃i (1− p)
1−x̃i = p

∑N
i=1 x̃i (1− p)

N−
∑N

i=1 x̃i (4)

如果记统计量 N1 (x) =
∑N

i=1 xi，那么 N1 (x) ∼ Bi (N, p)。由于 f (x|N1 (x)) =
f(x,N1(x))
fN1

(N1(x))
，因⽽我们需要计算 f (x,N1 (x)) 的联合分布。可得：

f (x = x̃, N1 (x) = n) =

pn (1− p)
N−n

if
∑N

i=1 x̃i = n

0 if
∑N

i=1 x̃i ̸= n

因⽽：

f (x|N1 (x) = n) =


pn(1−p)N−n N

n

pn(1−p)N−n

if
∑N

i=1 xi = n

0 if
∑N

i=1 xi ̸= n

=


1 N

n


if
∑N

i=1 xi = n

0 if
∑N

i=1 xi ̸= n

注意以上条件分布并不依赖于未知参数 p，因⽽ N1 (x) 是 p 的⼀个充分统计量。

以上我们通过观察猜测的⽅式找到了伯努利总体的充分统计量，然⽽该过
程⽐较繁琐。实际上，在寻找充分统计量时，我们有如下简单的定理可以使⽤：

定理 2. （因⼦分解定理）若 x = (x1, ..., xN ) 为来⾃于未知总体 P ∈ P =

{Pθ : θ ∈ Θ} 的⼀组样本，令 f (x|θ) 样本的联合概率密度函数。统计量 T (x)

为充分统计量的充要条件是存在函数 g (t|θ) 和 h (x)，使得：

f (x|θ) = g (T (x) |θ) · h (x)

例如，通过观察式 (4) 可以发现，f (x|p) = pN1(x) (1− p)
N−N1(x)，因⽽

N1 (x) 是其充分统计量。
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例 6. 假设 xi ∼ U (0, θ) i.i.d，那么样本 x 的联合密度函数为：

f (x|θ) =
N∏
i=1

[
1

θ
1(0,θ) (xi)

]

=
1

θN

N∏
i=1

1(0,θ) (xi)

=
1

θN
1
{

max
i
xi ≤ θ

}
因⽽ T (x) = maxi {xi} 即其充分统计量。

例 7. 若 xi ∼ P (λ) i.i.d，那么样本 x 的联合密度函数为：

f (x|λ) =
N∏
i=1

λxi

xi!
e−λ

= e−Nλλ
∑N

i=1 xi

N∏
i=1

1

xi!

其中可以令 h (x) =
∏N

i=1
1
xi!
，T (x) = 1

N

∑N
i=1 xi，g (T (x) |λ) = e−NλλNT (x)，

因⽽ T (x) = 1
N

∑N
i=1 xi 是泊松分布的充分统计量。

例 8. 假设 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d，那么样本 x 的联合密度函数为：

f (x|θ) =
N∏
i=1

1√
2πσ

e−
(xi−µ)2

2σ2

= (2π)
−N

2 σ−N exp
{
− 1

2σ2

N∑
i=1

(xi − µ)
2

}

= (2π)
−N

2 σ−N exp
{
− 1

2σ2

N∑
i=1

(
x2i + µ2 − 2µxi

)}

= (2π)
−N

2 σ−N exp
{
− 1

2σ2

(
N∑
i=1

x2i +Nµ2 − 2µ
N∑
i=1

xi

)}

= (2π)
−N

2 σ−N exp
{
− N

2σ2

(
x2 + µ2 − 2µx̄

)}

因⽽ T (x) =
(
x̄, x2

)′
是正态分布的充分统计量。由于 s2 = N

N−1

(
x2 − x̄2

)
，因

⽽ T ′ (x) =
(
x̄, s2

)
也是正态分布的充分统计量。

回忆指数分布族的定义，我们发现以上两例中分布都属于指数分布族。实
际上，根据指数分布族的定义：

f (xi|θ) = h (xi) · exp
{

K∑
k=1

[ηk (θ) · Tk (xi)]−B (θ)

}
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那么在独⽴同分布的假定下，样本 x = (x1, ..., xN ) 的联合分布为：

f (x|θ) =

[
N∏
i=1

h (xi)

]
· exp

{
K∑

k=1

[
ηk (θ) ·

N∑
i=1

Tk (xi)

]
−NB (θ)

}

因⽽ T (x) =
[∑N

i=1 T1 (xi) , ...,
∑N

i=1 TK (xi)
]
为其充分统计量。

例 9. 对于伯努利分布，其分布函数：

f (xi|λ) = exp {xi ln p+ (1− xi) ln (1− p)}

= exp
{
xi ln p

1− p
+ ln (1− p)

}

因⽽ T (x) =
∑N

i=1 xi 为其充分统计量。

进⼀步，在得到充分统计量之后，我们会关⼼充分统计量的分布。对于指数
分布族，我们有如下定理：

定理 3. 若 x = (x1, ..., xN ) 为来⾃于未知总体 P ∈ P = {Pθ : θ ∈ Θ} 的⼀组独
⽴同分布的样本，若 {Pθ : θ ∈ Θ} 为指数分布族，即其密度函数为：

f (xi|θ) = h (xi) · exp
{

K∑
k=1

[ηk (θ) · Tk (xi)]−B (θ)

}

那么 T (x) =
[∑N

i=1 T1 (xi) , ...,
∑N

i=1 TK (xi)
]
为其充分统计量。若集合 {(η1 (θ) , ..., ηK (θ)) , θ ∈ Θ}

包含了 RK 中的⼀个开集，那么 T (x) 的联合密度函数同样属于指数分布族，且
具有如下形式：

fT (t1, ..., tK |θ) = H (t1, ..., tK) exp
{

K∑
k=1

[ηk (θ) · tk]−NB (θ)

}

注意集合 {(η1 (θ) , ..., ηK (θ)) , θ ∈ Θ}包含了 RK 中的⼀个开集的假设排除
了诸如 N

(
µ, µ2

)
这样的指数分布族。

例 10. 例 (9) 中，我们得到伯努利分布的⼀个充分统计量为 T (x) =
∑N

i=1 xi。
根据上述定理，充分统计量 T (x) 的密度函数为：

fT (t) = H (t) exp
{
t ln p

1− p
+N ln (1− p)

}
= H (t) exp {t ln p− t ln (1− p) +N ln (1− p)}

= H (t) exp {t ln p+ (N − t) ln (1− p)}

= H (t) pt (1− p)
N−t
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实际上，我们知道 T (x) 服从⼆项分布，即 T (x) ∼ Bi (N, p)，可以验证，以上

的形式当 H (t) =

(
N

t

)
时，上述密度函数即得到了⼆项分布，验证了以上定

理。

实际上，对于某⼀个总体，可能有不⽌⼀组充分统计量。⽐如，次序统计量
T (x) =

(
x(1), ..., x(N)

)
包含了样本所有的信息，因⽽⼀定是充分统计量，然⽽

这样的充分统计量并没有达到数据压缩的⽬的。因⽽⾃然的想法是，在所有的
充分统计量中，我们是不是可以找到⼀组最少的充分统计量。为此，我们定义最
⼩充分统计量（minimal sufficient statistics）的概念：

定义 2. ⼀个充分统计量 T (x)，如果对于任何其他的充分统计量 T ′ (x)，T (x)

都是 T ′ (x) 的函数，那么我们称 T (x) 为⼀个最⼩充分统计量。

以上定义意味着，T (x) 本⾝就是充分统计量，⽽且 T (x) 可以由其他的任
何充分统计量 T ′ (x) 计算得到，因⽽从这个意义上说，T (x) ⽐ T ′ (x) 要「⼩」。
例如，对于泊松分布，我们已经找到其⼀个充分统计量为 T (x) =

∑N
i=1 xi，⽽

次序统计量也是其充分统计量，我们可以使⽤次序统计量计算出 T (x)，但是不
能通过 T (x) 计算出次序统计量，因⽽ T (x) 是⽐次序统计量要「⼩」的充分统
计量。

以下定理可以帮助我们寻找最⼩充分统计量：

定理 4. 对于任意的两组来⾃于未知总体 P ∈ P = {Pθ : θ ∈ Θ} 的样本 x =

(x1, ..., xN )，y = (y1, ..., yN )，如果存在统计量 T (x)，使得当两个样本联合密度
函数可以写为 f (x|θ) = f (y|θ)ϕ (x, y) 的形式时，必然有 T (x) = T (y)，那么
T (x) 为 θ 的最⼩充分统计量。

例 11. 假设 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d，由于密度函数在任何⼀个点处都⼤于 0，那

么任意两个样本 x 和 y 联合密度函数的⽐例 f(x|θ)
f(y|θ) 为：

f (x|θ)
f (y|θ)

=
(2π)

−N
2 σ−N exp

{
− N

2σ2

(
x2 + µ2 − 2µx̄

)}
(2π)

−N
2 σ−N exp

{
− N

2σ2

(
y2 + µ2 − 2µȳ

)}
= exp

{
− N

2σ2

[(
x2 − y2

)
− 2µ (x̄− ȳ)

]}

如果上述⽐例与 θ ⽆关则必然有 x2 = y2, x̄ = ȳ，所以 T (x) =
(
x̄, x2

)
为正态

分布的最⼩充分统计量。

实际上，最⼩充分统计量并⾮只有⼀组，⽐如由于 s2 = N
N−1

(
x2 − x̄2

)
，因

⽽
(
x̄, s2

)
是
(
x̄, x2

)
的函数，同时反过来

(
x̄, x2

)
也是

(
x̄, s2

)
的函数，所以(

x̄, s2
)
也是正态分布的最⼩充分统计量。实际上，如果找到了⼀组最⼩充分统

计量，那么这组最⼩充分统计量的所有⼀⼀映射都是最⼩充分统计量。
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习题

习 1. 等式 Es = σ 是否成⽴？如果成⽴，请证明，如果不成⽴，请指出其⼤
⼩关系。

习 2. 证明 F−1 (q) 是以下最⼩化问题的解：

min
c

Eψq (X − c)

习 3. 求以下分布的充分统计量：

1. 泊松分布

2. 指数分布

3. 正态分布

4. Beta 分布
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