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⼤样本理论（Large sample theory）在现代统计理论中占据着核⼼位置。⼀
般⽽⾔，⼤样本理论告诉我们当样本容量趋向于⽆穷时统计量的分布特征，⽽
当数据⾜够多时，统计量的分布特征与这个极限特征仅有很⼩的误差。由于有
限样本的统计性质通常难以计算，因⽽多数时候我们需要使⽤⼤样本理论对有
限样本进⾏近似计算。下⾯我们从最简单的数列极限开始⼊⼿，进⽽介绍常⽤
的⼤样本理论。

1 收敛的概念

⾸先我们先回顾⼀下数列极限的概念：

定义 1. 若 {an, n = 1, 2, ...} 为实数序列，如果对于任意的 ϵ > 0，存在 n0 =

n0 (ϵ) 使得：
|an − a| < ϵ,∀n > n0

那么我们称数列 {an} 的极限为 a，或者 {an} 收敛到（converges to）a，记为

lim
n→∞

an = a

或者 an → a as n → ∞。

数列极限有⼀些简单的性质，⽐如，如果 an → a，bn → b，那么 (c · an + d · bn) →
ca+ db，an · bn → ab，如果 b ̸= 0，那么 an

bn
→ a

b。
如⼀个经常使⽤的数列极限：

lim
n→∞

(
1 +

c

n

)n
= ec

⽽：

lim
n→∞

(
1 + c

n

)n(
1 + d

n

)n = ec−d

此外，数列可能随着 n → ∞ 时，并不趋向于⼀个常数，⽽是趋向于∞。更
严谨的，我们可以定义 an → ∞ 如下：
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表 1: 1
n 和

1
n2 的收敛速度

n 1 2 5 10 100 1000 10000
1
n 1 0.5 0.2 0.1 1× 10−2 1× 10−3 1× 10−4

1
n2 1 0.25 0.04 0.01 1× 10−4 1× 10−6 1× 10−8

定义 2. 若 {an, n = 1, 2, ...} 为实数序列，如果对于任意的 M，存在⼀个 n0 =

n0 (M)，使得：
an > M,∀n > n0

那么我们称 {an} 趋向于 ∞，记为

lim
n→∞

an = ∞

或者 an → ∞ as n → ∞。

如经常遇到的数列：lnn, nk, en 等都趋向于正⽆穷。相反，如果数列不趋向
于⽆穷，那么我们称其为有界的。其定义如下：

定义 3. 若 {an, n = 1, 2, ...} 为实数序列，如果存在常数 b < ∞，使得 |an| < b，
那么我们称数列 {an}为有界的（bounded），否则称之为⽆界的（unbounded）。

显然，如果⼀个数列收敛到⼀个常数，那么其必然是有界的，⽽⼀个趋向于
∞ 的数列必定是⽆界的。⽽反过来则不成⽴，⼀个有界的数列并不⼀定是收敛
的，例如 an = (−1)

n，虽然是有界的，但其极限并不存在。同时，⽆界的序列
也不⼀定趋向于 ∞，例如 an = n · [1 + (−1)

n
]，当 n 为奇数时 an = 0，因⽽这

个数列并不趋向于 ∞。
对于两个序列 {an} , {bn}，我们经常会关⼼两个序列收敛的速度问题。⽐

如，如果令 an = 1
n2 , bn = 1

n，我们有 an → 0, bn → 0，然⽽两个序列收敛到
0 的速度是不⼀样的。表 (1) 列出了随着 n 的增⼤，两个序列趋向于 0 的速度，
可以看到 1

n2 ⽐ 1
n 以更快的速度趋向于 0。

⼀般的，为了⽐较两个序列收敛速度的问题，我们做如下定义：

定义 4. 对于两个序列 {an} , {bn}，如果随着 n → ∞，有：

an
bn

→ 0

那么我们记为 an = o (bn)。特别的，如果令 bn = 1，那么 an = o (1) 等价为
an → 0。

如在上例中，
an
bn

=
1
n2

1
n

=
1

n
→ 0

因⽽ 1
n2 = o

(
1
n

)
，即 1

n2 以更快的速度收敛到 0。如果两个序列 an → 0, bn → 0，
且 an = o (bn)，那么我们称 an 为⽐ bn ⾼阶的⽆穷⼩量。
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假设有两个数列，
an =

1

n
+

6

n2
− 8

n3

⽽另外⼀个序列：
bn =

1

n

如果定义 Rn = 6
n2 − 8

n3，显然 Rn = o
(
1
n

)
，因⽽ an = bn + o

(
1
n

)
，即：

an
bn

=
bn + o

(
1
n

)
bn

→ 1

因⽽尽管两个序列 an 和 bn 并不相等，但是当 n → ∞ 时，两者误差趋向于 0，
因⽽我们可以舍去⽆穷⼩量 Rn，使⽤更简单的序列 bn 去逼近 an。

⼀般的，如果两个序列 an, bn 随着 n → ∞ 满⾜：

an
bn

→ 1

那么我们称这两个序列是渐进等价（asymptotically equivalent）的，记为
an ∼ bn。渐进意味着随着 n → ∞，⽽等价意味着两个序列的误差很⼩。实际
上，如果我们把相对误差写为：∣∣∣∣an − bn

bn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣anbn − 1

∣∣∣∣
那么渐进等价意味着随着 n 的增⼤，相对误差趋向于 0。实际上，如果 an =

o (bn)，那么 bn + an = bn + o (bn) ∼ bn，即⼀个序列加上这个序列的⽆穷⼩量，
渐进等价于这个序列本⾝。

当然，由于 an = 1
n + 6

n2 + o
(

1
n2

)
，我们也可以使⽤ 1

n + 6
n2 作为 an 的更

加精确的逼近。
这种逼近⽐较常⽤的即泰勒级数（Taylor series）。当 x → a时，(x− a) =

o (1)，同时我们有 (x− a)
k+1

= o
(
(x− a)

k
)
，即当 x → a 时，(x− a) 的⾼阶

幂是低阶幂的⽆穷⼩量。对于⼀个单变量实值函数 f (x) 且 k 阶可微，那么有：

f (x) = f (a)+f ′ (a) (x− a)+
f ′′ (a)

2!
(x− a)

2
+· · · f

(k) (a)

k!
(x− a)

k
+o
(
|x− a|k

)
因⽽对于⼀个难以计算的函数 f，我们经常使⽤其前 k 阶泰勒多项式对其进⾏
逼近。

例 1. 函数 f (x) = ln (1 + x) 在 x = 0 处的泰勒展开为：

f (x) =

∞∑
n=1

(−1)
n+1 xn

n
= x− x2

2
+

x3

3
− · · ·

因⽽当 x 充分靠近 0 时，我们可以使⽤前 k 阶泰勒展开对其进⾏逼近。特别的，



1 收敛的概念 4

−1 −0.5 0.5 1 1.5

−2

−1

1

2

ln(1 + x)
k = 1
k = 2
k = 5
k = 15

图 1: ln (1 + x) 的泰勒展开

如果令 k = 1，ln (1 + x) = x+ o (x) ≈ x。图 (1) 展⽰了使⽤不同阶数的多项式
逼近 ln (1 + x) 的结果。

值得注意的是，在图 (1) 中，只有当 x 在 (−1, 1) 区间之内，随着 k 的增加
多项式逐渐逼近 ln (1 + x)。注意我们使⽤泰勒级数进⾏逼近的前提条件是 x 充
分的接近于 a，因⽽如果 x 不在泰勒级数的收敛半径之内，泰勒级数不能⽤于
逼近原始函数。

更⼀般的，如果 f : Rn → R 为多元实值函数，那么其泰勒级数为：

f (x) = f (a) +
∂f

∂x′ (a) (x− a) +
1

2!
(x− a)

′ ∂2f

∂x∂x′ (a) (x− a) + o
(
∥x− a∥2

)
其中 x 和 a 为 n× 1 向量。

例 2. 令 f (x) = ex1 ln (1 + x2)，其中 x = (x1, x2)
′。那么：

∂f

∂x
=

[
ex1 ln (1 + x2)

ex1

1+x2

]
,

∂2f

∂x∂x′ =

[
ex1 ln (1 + x2)

ex1

1+x2

ex1

1+x2
− ex1

(1+x2)
2

]

那么其在 a = (0, 0)
′ 处的⼆阶泰勒展开：

p2 (x) = [0, 1]

[
x1

x2

]
+

1

2
[x1, x2]

[
0 1

1 −1

][
x1

x2

]

= x2 +
1

2

(
2x1x2 − x2

2

)
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如果令 an = nα，bn = nβ，其中 α, β 为常数，那么：

an
bn

=
nα

nβ
=

1

nβ−α

当 β > α 时，以上极限趋向于 0，即 an = o (bn)，an 相⽐于 bn 以更慢的速度
趋向于 ∞。

例 3. （指数增长）对于任意的 k > 0 以及 a > 1，有 nk = o (an)。为了证明，
取 c = a− 1 > 0。考虑 k = 2 的情形，欲证明

nk

an
→ 0

等价于证明
an

nk
→ ∞

由于：

an = (1 + c)
n
= 1 + nc+

(
n

2

)
c2 +

(
n

3

)
c3 + · · · >

(
n

3

)
c3

因⽽

an

n2
>

(
n

3

)
c3

n2
=

c3

6

(
n− 3 +

2

n

)
→ ∞

对于其他整数 k 可以类似证明。如果 k 不为整数，则取 k′ 为⽐ k ⼤的最⼩整
数进⾏证明。

类似的，还可以证明 nk = o (logn)。这三个序列，an, nk, logn 是经常使⽤
的三种增长速度，三者趋向于⽆穷的增长速度逐渐递减，分别代表着快速、适当
和慢速的增长。相应的，其倒数，a−n, n−k, 1/ logn 趋向于 0 的速度逐渐递减。

与⽆穷⼩的逼近类似，如果 an = an +nk，bn = an，那么 an = bn + o (bn)，
因⽽我们同样可以使⽤ bn 对 an 进⾏近似逼近。

对于⼩ o 符号，有如下性质：

定理 1. （⼩ o 的性质）

1. 若 an = o (bn) , bn = o (cn)，那么 an = o (cn)

2. 对于任意的常数 c ̸= 0，及 an = o (bn)，有 can = o (bn)

3. 对于任意的数列 cn ̸= 0，及 an = o (bn)，有 cnan = o (cnbn)

4. 如果 dn = o (bn) , en = o (cn)，那么 dnen = o (bncn)

5. 如果 an, bn > 0, cn, dn > 0，an = o (bn) , cn = o (dn)，那么 an + cn =

o (bn + dn)。
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与⼩ o 符号相对应，我们还可以定义⼤ O 符号：

定义 5. 对于两个序列 {an} , {bn}，如果随着 n → ∞，
∣∣∣an

bn

∣∣∣ 是有界的，即存在
⼀个 M 使得： ∣∣∣∣anbn

∣∣∣∣ < M

那么我们记为 an = O (bn)。特别的，如果令 bn = 1，那么 an = O (1) 等价为
an 是有界的。

根据以上定义，如果 an = o (bn)，那么必然有 an = O (bn)。进⽽，我们可
以使⽤⼤ O 符号定义序列同阶。

定义 6. 对于两个序列 {an} , {bn}，如果 an = O (bn)，且同时 bn = O (an)，那
么我们称两个序列是同阶的，简记为 an ≍ bn。

下⾯的例⼦展⽰了 ∼,≍, o, O 的区别：

例 4. 对于序列 an = 1
n + b

n
√
n
+ c

n2 + d
n2

√
n
，同时定义 Rn = b

n
√
n
+ c

n2 + d
n2

√
n

那么：

1. an ∼ 1
n

2. 若 b = 0，Rn = O
(

1
n2

)
3. 若 b = 0，Rn ≍ 1

n2

4. 若 b ̸= 0，Rn ∼ b
n
√
n

5. 若 b = c = 0，Rn = o
(

1
n2

)
⼤ O 符号有如下性质：

定理 2. （⼤ O 的性质）

1. 若 an = O (bn) , bn = O (cn)，那么 an = O (cn)

2. 对于任意的常数 c ̸= 0，及 an = O (bn)，有 can = O (bn)

3. 对于任意的数列 cn ̸= 0，及 an = O (bn)，有 cnan = O (cnbn)

4. 如果 dn = O (bn) , en = O (cn)，那么 dnen = O (bncn)

5. 如果 an = o (bn)，cn = O (bn)，那么 ancn = o (bn)

6. 如果 an = o (bn)，cn = O (bn)，那么 an + cn = O (bn)

例如，如果 an = 1
n + b

n
√
n
+ c

n2 + d
n2

√
n

= O
(
1
n

)
，那么根据性质 (3)，

n · an = b√
n
+ c

n + d
n
√
n
= O

(
n · 1

n

)
= O (1)。
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例 5. 如果令 an = c · (nh)−1
, bn = g · h4，其中 c, g 为⾮零常数，h = nq, q < 0，

那么 an = O
(
(nh)

−1
)
= O

(
n−q−1

)
，bn = O

(
h4
)
= O

(
n4q
)
，所以 an + bn =

O
(
n−q−1 + n4q

)
。例如，当 q = −1

2 时，an + bn = O
(
n− 1

2 + n−2
)
，由于

n−2 = o
(
n− 1

2

)
，因⽽ an + bn = O

(
n− 1

2

)
。类似的，当 n−q−1

n4q = n−1−5q → 0，
即 −1− 5q < 0 时，n−q−1 = o

(
n4q
)
，an + bn = O

(
n4q
)
；当 −1− 5q > 0 时，

n4q = o
(
n−q−1

)
，an + bn = O

(
n−q−1

)
；当 q = −1

5 时，an + bn = O
(
n− 4

5

)
。

因⽽可以证明，当 q = −1
5 时，使得 an + bn 以最快的速度趋向于 0。

2 概率收敛的概念

上⾯讨论了数列收敛的概念。在概率统计中，最经常使⽤的⼯具是随机变
量，因⽽在这⾥我们将讨论随机变量的收敛。在这⾥我们将主要介绍四种收敛的
概念：⼏乎必然收敛（almost sure convergence）、依概率收敛（convergence
in probability）、均⽅收敛（convergence in mean square or convergence
in quadratic mean）以及依分布收敛（convergence in distribution or con-
vergence in law）。

2.1 ⼏乎必然收敛

假设 {Xn} 为在概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀系列的随机变量。由于随机变
量 Xi 是定义在样本空间 Ω 上的函数，因⽽定义随机变量收敛的⼀个最简单的
想法是对于每⼀个 ω ∈ Ω，都有 Xn (ω) → X (ω)，那么我们可以称随机变量序
列 {Xn} 收敛到随机变量 X。

然⽽我们不必要求如此严格，我们可以要求在某⼀些点 ω ∈ Ω处，Xn (ω) ↛
X (ω)，只要这样的点「不多」就可以了。更进⼀步，我们可以使⽤概率来描述
「不多」这⼀概念，这样就催⽣了第⼀个收敛的定义：

定义 7. （⼏乎必然收敛）如果概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀系列随机变量 {Xn}
满⾜：

P
({

lim
n→∞

Xn (ω) = X
})

= 1

那么我们称 Xn ⼏乎必然收敛于 X，记为 Xn
a.s.→ X，或者 Xn → X a.s.。

回忆⼏乎处处（a.e）和⼏乎必然（a.s.）的概念，⼏乎必然收敛意味着的确
存在某些情况使得 limn→∞ Xn (ω) = X 不成⽴，然⽽不成⽴的概率为 0。

特别的，如果令 X = c 为常数，是⼀个退化的随机变量，那么当 n →
∞ 时，随机变量趋向于⼀个⾮随机的常数。在统计中，如果我们的估计量作为
⼀个随机变量趋向于⼀个常数（通常是真值），那么这个估计量被称为⼀致的
（consistent）。接下来我们将会经常碰到随机变量收敛到常数的情况。
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例 6. 令 Ω = R，分布函数为：

F (ω) =


0 ω < −1

1
2ω + 1

2 −1 ≤ ω ≤ 1

1 ω > 1

即在 [−1, 1] 上的均匀分布，进⽽使⽤此分布函数构建 R 上的概率测度 P。随机
变量

Xn (ω) =

0 if |ω| > 1
n

n if |ω| ≤ 1
n

因⽽ {limn→∞ Xn (ω) ̸= 0} = {0}，即只有在 ω = 0 处 Xn 不收敛到 0，进⽽
P {limn→∞ Xn (ω) ̸= 0} = P {0} = 0，因⽽ Xn

a.s.→ 0。
对于⼏乎必然收敛，我们有如下命题。

定理 3. Xn
a.s.→ X 等价于对于任意的 ϵ > 0，当 n → ∞ 时，对于任意的 k > n，

有：
P ({|Xk −X| < ϵ}) → 1

Proof. 令
An,ϵ = {ω ∈ Ω : |Xk −X| < ϵ ∀k ≥ n}

那么根据⼏乎必然收敛的定义，Xn → X 即对于任意的 ϵ，存在⼀个 n 使得对
于任意的 k > n 有 |Xk −X| < ϵ，因⽽收敛的点可以表述为：

∩
ϵ>0

∞∪
n=1

An,ϵ

因⽽证明 Xn
a.s.→ X 等价于证明P (∪ϵ>0 ∩∞

n=1 An,ϵ) → 1。对于 0 < ϵ1 < ϵ2，由
于
∪∞

n=1 An,ϵ1 ⊂
∪∞

n=1 An,ϵ2，因⽽随着 ϵ → 0，
∩

ϵ>0

∪∞
n=1 An,ϵ ↓

∪∞
n=1 An,ϵ。⽽

由于 An,ϵ ⊂ An+1,ϵ 对于 n是单调递增的，因⽽随着 n → ∞，An,ϵ ↑
∪∞

n=1 An,ϵ。
因⽽ P (∪ϵ>0 ∩∞

n=1 An,ϵ) → 1 等价于 P (An,ϵ) → 1，即命题得证。

2.2 依概率收敛

⼏乎必然收敛关注的是点态收敛，只要不收敛的点不要太多即可。⽽换⼀
种思路，我们也可以关注随机变量 Xn −X 之间的误差，如果两者之间的误差
趋向于 0，我们也可以定义其为收敛，这就诞⽣了依概率收敛的概念。

定义 8. （依概率收敛）如果对于任意的 ϵ > 0，概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀系
列随机变量序列 {Xn} 满⾜：

P (|Xn −X| > ϵ) → 0
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那么我们称 Xn 依概率收敛于 X，记为 Xn
p→ X，或 plimXn = X。

即随着 n → ∞，Xn 与 X 之间误差⽐较⼤的点的概率趋向于 0。

例 7. 在例 (7) 中，对于任意的 ϵ > 0，可以得到 |Xn − 0| < ϵ 的点集为：{
ω : |ω| ≤ 1

n

}
，因⽽对于任意的 ϵ > 0，都有 P (|Xn − 0| < ϵ) = 2

n → 0，因⽽
Xn

p→ 0。

注意依概率收敛和⼏乎必然收敛是两个不同的概念，依概率收敛并不⼀定
能得到⼏乎必然收敛。

例 8. 令概率空间 (Ω,F ,P)如例 (7)中定义，定义随机变量 Xj,n, 0 ≤ j < n−1

为：

Xj,n =

1 ω ∈ [ jn ,
j+1
n )

0 else

对于任意的 i，令 n = supn

{
i > n(n+1)

2

}
，j = (i mod n) + 1，随机变量 Xi =

Xj,n。对于任意的 0 < ϵ < 1：

P (|Xi| ≥ ϵ) =
1

n

因⽽随着 i → ∞，n → ∞，P (|Xi| ≥ ϵ) → 0，因⽽ Xi
p→ 0。然⽽随着 i → ∞，

除了 ω = 1 之外，没有任何⼀个点收敛于 0，因⽽ Xi 并不⼏乎必然收敛于 0。

⽽相反，观察依概率收敛的定义，根据定理 (3)，对于任意的 ϵ > 0，

P (|Xn −X| < ϵ) ≥ P ({|Xk −X| < ϵ,∀k > n}) → 1

因⽽⼏乎必然收敛可以得到依概率收敛。因⽽⼏乎必然收敛是⽐依概率收敛更
强的⼀个结论。

与数列极限相似，我们也可以在概率收敛的语境下定义⼩ o 符号。

定义 9. {Xn} 与 {Yn} 为定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的两个随机变量序列，
如果

Xn

Yn

p→ 0

那么我们记为 Xn = op (Yn)。特别的，当 Yn = 1 时，即 Xn = op (1)，等价于
Xn

p→ 0。

⼩ op 符号是对⼩ o 符号的推⼴，他们的性质⾮常相似。⽐如，对于定义在
同⼀概率空间上的三个随机变量序列 {Xn} , {Yn} , {Zn}，如果 Xn = op {Yn}，
那么 XnZn = op (YnZn)。特别的，如果 Zn = an 为退化的随机变量序列，即实
数序列，那么 anXn = op (anYn)。例如，如果 Xn = op (n)，那么 1

nXn = op (1)。
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类似的，⼩ op 符号允许我们做近似的逼近。⽐如如果随机变量 Zn = Xn +

op (1)，那么我们可以使⽤ Xn 对 Zn 进⾏近似，因为两者当 n → ∞ 时是等价
的。

类似的，我们还可以定义⼤ Op 符号。

定义 10. {Xn} 与 {Yn} 为定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的两个随机变量序列，
如果对于任意的 ϵ > 0，存在⼀个 Cϵ 使得：

sup
n

P (|Xn| ≥ Cϵ |Yn|) < ϵ

那么我们记 Xn = Op (Yn)。特别的，当 Yn = 1 时，我们称 Xn 依概率有界
（bounded in probability）。

同样，⼤ Op 符号是对⼤ O符号的推⼴。如果 Xn = Op (1)，那么意味着 Xn

不能太⼤，尽管允许 Xn (ω) 的某些值趋向于 ∞，但是这样的点随着 n → ∞，
其概率也慢慢变为 0。例如，在例 (7) 中，尽管 Xn (0) → ∞，但是对于任意的
ϵ，令 Cϵ =

2
ϵ + 1，那么上式成⽴，因⽽ Xn = Op (1)。

注意根据切⽐雪夫不等式，如果 Var (Xn) < M，即随机变量序列 {Xn} 的
⽅差有界，那么对于任意的 ϵ > 0，取 Cϵ =

√
E (X2

n) /ϵ+ 1，那么：

P (|Xn| ≥ Cϵ) ≤
E
(
X2

n

)
C2

ϵ

=
E
(
X2

n

)
E (X2

n) /ϵ+ 1
< ϵ

因⽽ Xn = Op (1)。
与⼤ O 符号类似，⼤ Op 符号有如下性质：

定理 4.（⼤ Op 性质）如果 Xn = op (1) , Yn = op (1) , Zn = Op (1) ,Wn = Op (1)，
那么：

1. Xn + Yn = op (1)

2. Xn + Zn = Op (1)

3. Zn +Wn = Op (1)

4. XnYn = op (1)

5. XnZn = op (1)

6. ZnWn = Op (1)

以上特征可以分别简记为：op (1)+op (1) = op (1) , Op (1)+Op (1) = Op (1) , Op (1)+

op (1) = Op (1) , op (1) · op (1) = op (1) , Op (1) · op (1) = op (1) , Op (1) · Op (1) =

Op (1)。
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2.3 均⽅收敛

依概率收敛是讨论当 n → ∞ 时 Xn 与 X 的误差，⽽类似于条件期望的定
义，我们也可以使⽤平⽅的期望作为误差的⼀个度量，这就催⽣了均⽅收敛的
概念。

定义 11.（均⽅收敛）如果概率空间 (Ω,F ,P)上的⼀系列随机变量序列 {Xn}
随着 n → ∞ 满⾜：

E
(
|Xn −X|2

)
→ 0

那么我们称 Xn 均⽅收敛于 X，记为 Xn
L2

→ X。

均⽅收敛意味着，随着 n → ∞，Xn 与 X 之间误差的平⽅的期望是趋向于
0 的。同样，均⽅收敛也是⼀个⽐依概率收敛更强的收敛。

定理 5. 如果随机变量序列 Xn
L2

→ X，那么 Xn
p→ X。

Proof. 根据切⽐雪夫不等式，对于任意的 ϵ > 0，有：

P (|Xn −X| > ϵ) ≤
E
(
|Xn −X|2

)
ϵ2

→ 0

实际上均⽅收敛的概念可以扩展到任意的 r > 0，如果 E (|Xn −X|r) → 0，
那么我们称 Xn 依 r 阶均值收敛于 X（convergence in the rth mean），记
为 Xn

Lr

→ X。可以证明，如果 Xn
Lr

→ X，那么 Xn
p→ X。

然⽽相反则不成⽴，如在在例 (7) 中，E
(
|Xn|2

)
= 2n，并不趋向于 0，尽

管 Xn
a.s.→ 0 进⽽ Xn

p→ 0，然⽽ Xn 并不均⽅收敛于 0。因⽽均⽅收敛也是⽐依
概率收敛更强的⼀个结论。⽽尽管均⽅收敛和⼏乎必然收敛都⽐依概率收敛要
强，但是这两者之间并没有强弱的关系，也不等价，只有在⼀定条件下，⼏乎必
然收敛才与均⽅收敛才同时成⽴。

2.4 依分布收敛

之前讨论的收敛分别从点态和误差的⾓度讨论了随机变量收敛的问题，接
下来我们从随机变量的分布函数的⾓度讨论随机变量的收敛性。

如果 {Xn} 为⼀系列随机变量，其对应的分布函数为 Fn (x)，那么其极限：

lim
n→∞

Fn (x) = F (x)

如果存在，那么⼀个⾃然的问题是，F (x) 是否还能构成⼀个分布函数。极限的
单调性显然成⽴，那么接下来需要验证：

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1 (1)
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以及 F (x) 的右连续性。
⾸先，针对式 (1)，有以下定理：

定理 6. 对于随机变量序列 {Xn} 及其对应的分布函数 {Fn (x)}，如果

lim
n→∞

Fn (x) = F (x)

那么式 (1) 成⽴的充分必要条件是 Xn = Op (1)。

例 9. 如果令随机变量

Xn =

0 with prob 1− p

n with prob p

可知 Xn 并不是有界的，⽽

Fn (x) =


0 x < 0

1− p 0 ≤ x < n

1 x = n

那么显然 limn→∞ Fn (x) = 0 = F (x)，因⽽ limx→∞ F (x) = 0 ̸= 1。

以上定理解决了极限函数 F (x) 的极限问题，然⽽对于右连续的要求，却
并不能保证。⽐如令 Xn = X + 1

n，X 的分布函数为 G (x)，那么 Fn (x) =

G
(
x− 1

n

)
，因⽽ F (x) = limn→∞ Fn (x) = G (x−)，如果 G (x) 在 x 处不连续，

那么 F (x) 在 x 处为左连续函数。
因⽽为了避免右连续的问题，依分布收敛的定义通常只考虑分布函数的连

续处的点。正式的，依分布收敛的定义如下：

定义 12. （依分布收敛）令 Fn, F 为分布函数，如果对于每⼀个 F (x) 连续的
点 x，有：

lim
n→∞

Fn (x) = F (x)

那么我们称 Fn (x) 弱收敛于 F (x)，记为 Fn
w→ F。如果⼀系列随机变量 {Xn}

的分布函数 FXn (x)
w→ FX，我们称 Xn 依分布收敛于 X，记为 Xn

D→ X。

注意以上定义只要求随机变量 Xn 的分布函数收敛，⽽并没有对 Xn 和 X

之间的关系做出限定。实际上，根据依分布收敛的定义，{Xn} 甚⾄不需要来⾃
于同⼀个概率空间 (Ω,F ,P)。同时需要注意，弱收敛的定义中也没有要求对于
每个 x 都有 limn→∞ Fn (x) = F (x)，⽽仅仅只要求了 F (x) 在 x 处连续。

上⾯我们介绍了只有当 Xn = Op (1) 时，Xn 的分布函数的极限才可能是分
布函数。⽽反过来依然成⽴，即如果 Xn 依分布收敛，那么 Xn = Op (1)。由于
依分布收敛于 Op 符号的这种关系，依分布收敛的很多性质可以与 Op 类⽐，⽐
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如 Op (1) + op (1) = Op (1)，Op (1) · op (1) = op (1) 等。令 Yn
p→ a, Zn

p→ b，即
Yn − a = op (1) , Zn − b = op (1)，其中 a, b 为常数，那么：

ZnXn + Yn
D→ bX + a

实际上依分布收敛是⼀个⽐依概率收敛还要弱的收敛。我们有如下结论：

定理 7. 如果 Xn
p→ X，那么 Xn

D→ X。

⽽相反，依分布收敛则不⼀定可以得到依概率收敛。但当随机变量收敛到
⼀个常数时，我们有如下结论：

定理 8. 如果 Xn
D→ c，那么 Xn

p→ c。

此外，依分布收敛的概念与期望的收敛密不可分。我们有如下定理：

定理 9. Xn
D→ X 的充分必要条件为，对于任意的有界连续函数 g，有：

E [g (Xn)] → E [g (X)]

注意以上定理成⽴的前提是函数 g (x) 必须为连续且有界的函数。⽐如如下
两个例⼦中，如果违背了两个假定，结论并不⼀定成⽴。

例 10. 令 g (x) = x，随机变量

Xn =

n with prob 1
n

0 with prob 1− 1
n

那么 Xn
D→ 0，然⽽ E [g (Xn)] = n · 1

n = 1 ̸= 0 = E (0)。

例 11. 令 Xn = 1
n 为退化的随机变量，那么 Xn

D→ 0。令

g (x) =

1 if x > 0

0 if x = 0

那么 E [g (Xn)] = 1 ↛ 0 = E [g (0)]。

2.5 ⼏种收敛之间的关系

以上我们介绍了四种收敛的概念，下⾯我们将集中收敛之间的关系整理如
下：

定理 10. （四种收敛之间的关系）{Xn} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀系列随
机变量，那么

1. Xn
a.s.→ X ⇒ Xn

p→ X
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2. Xn
Lr

→ X ⇒ Xn
p→ X, r > 0，特别的，Xn

L2

→ X ⇒ Xn
p→ X

3. Xn
p→ X ⇒ Xn

D→ X

4. 如果 Xn
p→ X，那么存在 Xn 的⼀个⼦列

{
Xnj

}
，当 j → ∞时，Xnj

a.s.→ X

5. 如果 Xn
D→ X 且 P (X = c) = 1，那么 Xn

p→ c

6. 若 Xn
a.s.→ X，且对于 r > 0 以及⼀个正的随机变量 Z，满⾜ E (Z) < ∞，

如果 |Xn|r ≤ Z，那么 Xn
Lr

→ X

7. 若 Xn
a.s.→ X，Xn ≥ 0，且 E (Xn) → E (X) < ∞，那么 Xn

L1

→ X

8. 对于任意的 ϵ > 0，如果
∑∞

n=1 P (|Xn −X| ≥ ϵ) < ∞，那么 Xn
a.s.→ X。

9. Xn
p→ 0 ⇐⇒ E

(
|Xn|

1+|Xn|

)
→ 0

此外，我们上⾯讨论的都是⼀元随机变量的收敛，所有概念都可以扩展到
随机向量中，仅需要把所有的绝对值替换为欧⼏⾥得范数，即 ∥x∥ =

√
x′x。

3 ⼤数定律

在实际应⽤中，我们经常关注⼀系列随机变量的和的极限情况，即：

Sn =
n∑

i=1

Xi

的极限情况。实际上我们下⾯要讨论的⼤数定律（Law of Large Numbers,
LLN）即在讨论随机变量和的极限⾏为。特别的，在⼤数定律中，我们最为关
注的是样本均值的极限情况，即：

Sn − E (Sn)

n

p→ 0

是否成⽴。实际上根据上⼀节的讨论，如果均⽅收敛那么则必然有依概率收敛，
所以我们不妨从均⽅收敛⼊⼿。

实际上，Sn − E (Sn) =
∑n

i=1 [Xi − E (Xi)]，因⽽：

E [Sn − E (Sn)]
2
= E

(
n∑

i=1

[Xi − E (Xi)]

)2

= E

 n∑
i=1

[Xi − E (Xi)]
2
+ 2

n∑
1≤j<i≤n

[Xi − E (Xi)] [Xj − E (Xj)]


=

n∑
i=1

Var (Xi) + 2
n∑

1≤j<i≤n

Cov (Xi, Xj)



3 ⼤数定律 15

如果假设每个 Xi 都有有限的⼆阶矩，即存在⼀个 M 使得对于所有的 i =

1, 2, ...，都有 Var (Xi) < M，那么
∑n

i=1 Var (Xi) < nM，所以
∑n

i=1 Var (Xi) =

O (n)。⽽根据 Cauthy-Schwartz 不等式，如果⼆阶矩有限，任意两个随机变量
的协⽅差也必然有界，所以

∑n
1≤j<i≤n Cov (Xi, Xj) = O

(
n2
)
。进⽽：

E
[
Sn − E (Sn)

n

]2
=

1

n2
O (n) +

1

n2
O
(
n2
)
= o (1) +O (1)

因⽽当 Cov (Xi, Xj) = 0，即 {Xi} 之间两两不相关时，上式趋向于 0。因⽽我
们有如下定理：

定理 11. 如果概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀个随机变量序列 {Xi} 两两不相关，
且存在⼀个 M 使得对于所有的 i = 1, 2, ...，都有 Var (Xi) < M，那么：

Sn − E (Sn)

n

L2

→ 0

从⽽
Sn − E (Sn)

n

p→ 0

注意在以上定理中，我们并没有限定 Xi 具有相同的均值或者相同的⽅差，
实际上，如果令

µ̄n =
E (Sn)

n
=

1

n

n∑
i=1

E (Xi) (2)

那么可以得到均值 Sn/n
p→ µ̄n，即样本均值收敛到期望的平均。

推论 1. 如果 {Xi} 为两两独⽴且同分布的随机变量序列，且其⽅差存在，记
µ = E (Xi)，那么：

Sn − µ

n

L2

→ 0

或者：
Sn

n

L2

→ µ

即样本均值收敛到其期望。

实际上，定理 (11) 不仅在均⽅收敛和依概率收敛的意义下成⽴，在⼏乎必
然收敛的意义下也成⽴，即满⾜定理 (11) 的假设下，有：

Sn

n

a.s.→ µ

证明见 Ch. 5.1, Chung (2001)。
以上的⼤数定律建⽴在不相关和⼆阶矩有界的条件下，同时得到了依概率

收敛和⼏乎必然收敛的结果。实际上，根据结论中收敛⽅式的不同，⼤数定律
分为「强⼤数定律（Strong Law of Large Numbers，SLLN）」和「弱⼤数
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定律（Weak Law of Large Numbers，WLLN）」，两者的区别在于，SLLN
需要得到⼏乎必然收敛这⼀更强的结果，⽽弱⼤数定律只要求得到依概率收敛
这⼀⽐较弱的结果。相应的，强⼤数定律需要的假设条件更强，⽽弱⼤数定律需
要的假设更弱。

实际上，⼤数定律通常在⼏种不同的假设之间做权衡，⽐如随机变量之间
的相关性（独⽴、两两独⽴、不相关）、是否同分布以及是否存在⾼阶矩。通常
情况下，为了同样得到某种收敛，如果放松了某个假设，则必须在另外的假设上
加强。⽽在这其中，独⽴同分布（independent and identically distributed,
i.i.d）是相关性和是否同分布两个假设条件中最宽松的假设条件。

注意 {Xi} 相互独⽴是⽐两两独⽴更强的假设，{Xi} 相互独⽴必须要求任
意数量的随机变量组合挑出来都是独⽴的，⽽两两独⽴只要求任意两个随机变
量 Xi 和 Xj 是独⽴的。

下⾯我们就分别探讨弱⼤数定律和强⼤数定律。

3.1 弱⼤数定律

虽然依概率收敛结论⽐较弱，但是在通常情况下，依概率收敛是最简单，⽽
且在很多应⽤中也已经⾜够的收敛形式，⽽弱⼤数定律就是解决随机变量之和
的依概率收敛的问题。正式的，我们定义如下：

定义 13. 概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀个随机变量序列 {Xi}i≥1，如果对于数列
{an}n≥1 和 {bn}n≥1，随着 n → ∞，满⾜：

Sn − an
bn

p→ 0

那么我们称 {Xi} 服从弱⼤数定律。

下⾯的例⼦是在独⽴同分布和⼆阶矩有限的情况下得到的最简单的弱⼤数
定律。

例 12. 令 {Xi} 为⼀系列 i.i.d 的的随机变量，且 E
(
X2

i

)
< ∞，令 µ =

E (Xi) , σ
2 = Var (Xi)，那么根据切⽐雪夫不等式：

P

(∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ > ϵ

)
≤

Var
(
Sn

n

)
ϵ2

=
1

ϵ2
nσ2

n2
=

σ2

ϵ2
1

n
= o (1)

从⽽ Sn/n
p→ µ。实际上，直接使⽤定理 (11) 可以得到同样的结果。

例 13. 如果令 {Xi}为⼀系列 i.i.d的随机变量，且 Xi ∼ Ber (p)，那么 E (Xi) =

p,Var (Xi) = p (1− p) < ∞，定义：

p̂ =

∑n
i=1 Xi

n

即成功的⽐例，那么根据上例，可以得到 p̂
p→ p。
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以上的弱⼤数定律是在⼆阶矩（⽅差）有限、独⽴同分布的条件下得到的，
⽽这些假设仍然可以放宽。例如，根据定理 (11)，在⼆阶矩有限的条件下，同
分布的假设可以不⽤，⽽独⽴的条件可以放宽为两两不相关。⽽以下的定理放
松了⼆阶矩有限的假定以及独⽴的假定，保留了独⽴同分布的假定：

定理 12. 令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的两两独⽴且同分布的随机变量序
列，若 E |Xi| < ∞，那么 Sn/n

p→ µ，其中 µ = E (Xi)。

⽽以下的定理则同时放宽了同分布的假定以及⼆阶矩的假定。

定理 13. 令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的独⽴的随机变量序列，如果存在
⼀个常数 p ∈ [1, 2]，随着 n → ∞，使得：

1

np

n∑
i=1

E |Xi|p → 0

那么 Sn/n
p→ µn，其中 µn 根据式 (2) 定义。

3.2 强⼤数定律

以上讨论了弱⼤数定律，然⽽很多时候我们仍然需要更强的结论，如⼏乎
必然收敛。因⽽引⼊强⼤数定律就⾮常必要了。

定义 14. 概率空间 (Ω,F ,P) 上的⼀个随机变量序列 {Xi}i≥1，如果对于数列
{an}n≥1 和 {bn}n≥1，随着 n → ∞，满⾜：

Sn − an
bn

a.s.→ 0

那么我们称 {Xi} 服从强⼤数定律。

下⾯的例⼦是在独⽴同分布和四阶矩有限的情况下得到的最简单的强⼤数
定律。

例 14. （Borel’s SLLN）令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的 i.i.d 的随机变量



3 ⼤数定律 18

序列，且 EX4
i < ∞。根据切⽐雪夫不等式：

P

(∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ > ϵ

)
≤

E
[(

Sn

n − µ
)4]

ϵ4

=
E
[
(Sn − nµ)

4
]

n4ϵ4

=
E
[
(
∑n

i=1 (Xi − µ))
4
]

n4ϵ4

=
nE
[
(Xi − µ)

4
]
+ 3n (n− 1)

[
E (Xi − µ)

2
]2

n4ϵ4

= O

(
1

n2

)

根据定理 (10.8)，可以得到 Sn/n
a.s.→ µ，其中 µ = E (Xi)。

可以看到，为了得到更强的结论（⼏乎必然收敛），需要使⽤更强的假设（四
阶矩有限⽽⾮⼆阶矩有限）。回忆⼀下定理 (11) 也可以得到⼏乎必然收敛的结
论，然⽽其中的条件仍然可以继续放宽。⽐如下⾯的 SLLN 就放宽了矩的假设，
然⽽将强了独⽴性的假设以及同分布的假设。

定理 14. （Etemadi’s SLLN）令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上的两两独⽴且
同分布的随机变量序列，且 E |Xi| < ∞，那么 Sn/n

a.s.→ µ。

实际上，上述定理的条件与定理 (12) 中的条件是⼀样的，⽽⼏乎必然收敛
可以推出依概率收敛，因⽽上述定理实际上可以导出定理 (12)。

⽽以下定理相对于定理 (11) 则放宽了同分布及⼆阶矩有限的假定，加强了
独⽴性的假定。

定理 15. 令 {Xi}为概率空间 (Ω,F ,P)上的独⽴的随机变量序列，且 E |Xi| <
∞，如果存在⼀个常数 p ∈ [1, 2]，随着 n → ∞，使得：

∞∑
i=1

E |Xi|p

ip
< ∞

那么 Sn/n
a.s.→ µn。

例 15. 在例 (13) 中，使⽤定理 (14)，我们同样可以得到 p̂
a.s.→ p。现在假设我们

有⼀系列 i.i.d 的随机变量 {Xi, i = 1, ..., n}，其分布函数为 F (x)，那么定义经
验分布函数（empirical distribution funciton）为：

F̂n (x) =
1

n

n∑
i=1

1[Xi,∞) (x) =
1

n

n∑
i=1

1 {Xi ≤ x}



3 ⼤数定律 19

可以得到随机变量 1[Xi,∞) (x) ∼ Ber (F (x))，因⽽ F̂n (x)
a.s.→ F (x)。实际上，

我们可以得到更强的结论，即

P

{
sup
x

∣∣∣F̂n (x)− F (x)
∣∣∣→ 0

}
= 1

⾸先令 ϵ > 0为任意⼩的常数，令整数 k > 1
ϵ，并令 −∞ = x0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤

xk−1 < xk = ∞，使得对于 j = 1, ..., k−1，有 F (xj−) ≤ j
k ≤ F (xj)。注意如果

xj−1 < xj，那么有 F (xj−)− F (xj−1) ≤ ϵ。由于 F̂n (x)
a.s.→ F (x) , F̂n (x−)

a.s.→
F (x−)，因⽽：

∆n = max {|Fn (xj)− F (xj)| , |Fn (xj−)− F (xj−)| , j = 1, ..., k − 1} a.s.→ 0

令任意的 x ∈ (xj−1, xj ]，那么

F̂n (x)− F (x) ≤ F̂n (xj−)− F (xj−1)

≤ F̂n (xj−)− F (xj−) + ϵ

以及

F̂n (x)− F (x) ≥ F̂n (xj−1)− F (xj−)

≥ F̂n (xj−1)− F (xj−1) + ϵ

因⽽
sup
x

∣∣∣F̂n (x)− F (x)
∣∣∣ ≤ ∆n + ϵ

a.s.→ ϵ

由于对于任意 ϵ > 0，上式都成⽴，因⽽

P

{
sup
x

∣∣∣F̂n (x)− F (x)
∣∣∣→ 0

}
= 1

3.3 ⼀致⼤数定律

以上⼤数定律讨论的是⼀些随机变量的和的收敛，⽽⼀致⼤数定律（Uni-
form law of large numbers, ULLN）讨论的则是函数的收敛。

现在假设有⼀个函数 g (x, θ) , θ ∈ Θ，如果我们有⼀系列 i.i.d 的随机变量
{Xi}，那么根据 SLLN，在可积性的条件下可以得到，对于任意的 θ ∈ Θ，有：

1

n

n∑
i=1

g (Xi, θ)
a.s.→ Eg (Xi, θ)

∆
= g (θ)

然⽽这个结论是基于点态收敛，仍然不⾜以⽀撑更多更有⽤的结论，很多时候
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我们需要这个收敛对 θ 是⼀致（uniformly）收敛，即：

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

g (Xi, θ)− g (θ)

∣∣∣∣∣ a.s.→ 0

对于以上结论，我们有以下定理可以使⽤：

定理 16. 对于 i.i.d 的随机变量 {Xi} 以及函数 g (x, θ)，如果：

1. Θ 为紧集

2. 对于所有的 x，g (x, θ) 对 θ 都是连续的

3. 存在⼀个不依赖于 θ 的函数 K (x) 满⾜ E (K (x)) < ∞，使得对于所有的
x 和 θ，有：|g (x, θ)| ≤ K (x)

那么：

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

g (Xi, θ)− g (θ)

∣∣∣∣∣ a.s.→ 0

4 中⼼极限定理

以上我们讨论了不同的⼤数定律。除了 Sn 的收敛特性之外，我们还关⼼ Sn

极限时的分布情况，此时我们需要使⽤中⼼极限定理（Central limit theorem,
CLT）。

根据之前对依分布收敛的讨论，我们需要找到⼀个 Op (1)，进⽽可以得到
依分布收敛。如果假设 {Xi} ⽀架两两不相关，那么：

Var (Sn) = E [Sn − E (Sn)]
2

= E

[
n∑

i=1

(Xi − E (Xi))

]2

=

n∑
i=1

Var (Xi)

= O (n)

因⽽ Sn/
√
n = Op (1)。如果记 X̄n = Sn/n，那么

√
nX̄n = Op (1)。

对于 i.i.d 的随机变量 {Xi}，我们有如下定理：

定理 17. 令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上 i.i.d 的随机变量序列，且 E (Xi) =

µ,Var (Xi) = σ2，那么：

√
n
(
X̄n − µ

) D→ N
(
0, σ2

)
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或：
√
n

(
X̄n − µ

σ

)
D→ N (0, 1)

以上定理意味着，只要 Xi 有有限的⼆阶矩，那么不管 Xi 服从何种分布，
其均值在极限的条件下都服从正态分布。

例 16. 如果 {Xi} 为 i.i.d 的随机变量，且 Xi ∼ Ber (p)，令 p̂n 如前定义，那
么：

√
n (p̂n − p)

D→ N (0, p (1− p))

如果 {Xi} 为 i.i.d 的随机变量，且 Xi ∼ N (0, 1)，那么可知 E
(
X2

i

)
=

1,E
(
X4

i

)
= 3，因⽽：

√
n

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − 1

)
D→ N (0, 2)

以上定理还可以对随机向量进⾏扩展。

定理 18. 令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上 i.i.d 的随机向量序列，且 E (Xi) =

µ,Var (Xi) = Σ，那么：

√
n
(
X̄n − µ

) D→ N (0,Σ)

或：
√
nΣ− 1

2

(
X̄n − µ

) D→ N (0, I)

以上中⼼极限定理仅适⽤于独⽴同分布的情况，⽽如果扩展到独⽴但不同
分布的情况，情况就稍微复杂⼀点。为此，我们先引⼊⼀个随机变量的三⾓向
量，即形如：

X11

∑
⇒ Z1

X21 X22

∑
⇒ Z2

X31 X32 X33

∑
⇒ Z3

X41 X42 X43 X44

∑
⇒ Z4

· · · · · ·

其中每⼀⾏的随机变量 Xnj 假设为相互独⽴的。我们有如下定理：

定理 19. （Lindeberg-Feller）对于 n = 1, 2, ...，令 Xnj , j = 1, 2, ..., n 为独⽴的
随机变量，E (Xnj) = 0，Var (Xnj) = σ2

nj。令

Zn =
n∑

j=1

Xnj
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并令

σ2
n =

n∑
j=1

σ2
nj

如果 Lindeberg 条件成⽴，即对于任意的 ϵ > 0，随着 n → ∞，有：

1

σ2
n

n∑
j=1

E
[
X2

nj · 1
{
|Xnj | ≥ ϵσ2

n

}]
→ 0

那么有
Zn

Bn

D→ N (0, 1)

以上定理被称为 Lindeberg-Feller CLT。其中 Lindeberg 条件的⼀个推论
是，随着 n → ∞，

max
j≤n

σ2
nj

σ2
n

→ 0

也就是当 n 趋向于⽆穷时，任何随机变量的⽅差都是⼩到可以忽略不计的，即
在 Zn 中，每个随机变量 Xnj 对 Zn 的影响可以不⼀样，但是没有⼀个 Xnj 对
Zn 有决定性的影响。

实际上由于 Lindeberg 条件⽐较难以验证，很多时候我们会直接使⽤其充
分条件，即如果存在 δ > 0，有：

n∑
j=1

E |Xnj − EXnj |2+δ
= o

(
σ2+δ
n

)
那么 Lindeberg 条件即满⾜。

5 变换的收敛

以上讨论了随机变量的收敛，很多时候我们会关⼼随机变量的变换的收敛
情况。⽐如，我们知道在⼤样本条件下，样本均值渐进服从正态分布，那么样本
均值的平⽅服从何种分布呢？为此我们引⼊以下定理：

定理 20. 令 {Xi} 为 k 维随机向量，g (x) : Rk → Rl 为连续函数，那么：

1. Xn
a.s.→ X ⇒ g (Xn)

a.s.→ g (X)

2. Xn
p→ X ⇒ g (Xn)

p→ g (X)

3. Xn
D→ X ⇒ g (Xn)

D→ g (X)

例 17. 根据中⼼极限定理，i.i.d 的 k 维随机变量 {Xi} 满⾜：

√
n
(
X̄n − µ

) D→ N (0,Σ)

那么
√
nΣ− 1

2

(
X̄n − µ

) D→ N (0, I)，从⽽ n
(
X̄n − µ

)′
Σ−1

(
X̄n − µ

) D→ χk。
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例 18. 对于⼆维随机向量 (X,Y )，其相关系数定义为

Corr (X,Y ) =
Cov (X,Y )√

Var (X)
√

Var (Y )
=

E (XY )− E (X)E (Y )√
Var (X)

√
Var (Y )

令 (Xi, Yi) 为 i.i.d 的样本，那么在可积性条件下，

1
n

∑n
i=1 Xi

p→ E (X)

1
n

∑n
i=1 Yi

p→ E (Y )

1
n

∑n
i=1 XiYi

p→ E (XY )

1
n

∑n
i=1 X

2
i

p→ E
(
X2
)

1
n

∑n
i=1 Y

2
i

p→ E
(
Y 2
)

从⽽

1
n

∑n
i=1 XiYi − 1

n

∑n
i=1 Xi

1
n

∑n
i=1 Yi√

1
n

∑n
i=1 X

2
i −

(
1
n

∑n
i=1 Xi

)2√ 1
n

∑n
i=1 Y

2
i −

(
1
n

∑n
i=1 Yi

)2 p→ Corr (X,Y )

定理 21.（Slutsky）如果随机变量 Xn
D→ X，Rn = op (1)，那么 Xn+Rn

D→ X。
同时如果 Yn

p→ a ̸= 0，那么 Xn

Yn

D→ X/a。如果 Yn
p→ a，那么 XnYn

D→ aX。

使⽤以上定理可以⾮常⽅便的推导各类极限分布，⽐如：

例 19. 之前曾讨论过，如果 (X1, ..., Xn)
′ ∼ N

(
µι, σ2I

)
，那么：

√
n
(
X̄ − µ

)√∑n
i=1(Xi−X̄)

2

n−1

∼ tn−1

现在我们不假设 Xi 服从正态分布，⽽是假设其独⽴同分布且具有有限的⼆阶
矩，那么我们有

X̄
p→ E (X) ,

1

n

n∑
i=1

X2
i

p→ E
(
X2
)
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进⽽： ∑n
i=1

(
Xi − X̄

)2
n− 1

=

∑n
i=1

(
X2

i + X̄2 − 2X̄Xi

)
n− 1

=

∑n
i=1 X

2
i + nX̄2 − 2X̄

∑n
i=1 Xi

n− 1

=

∑n
i=1 X

2
i + nX̄2 − 2nX̄2

n− 1

=

∑n
i=1 X

2
i + nX̄2 − 2nX̄2

n− 1

=

∑n
i=1 X

2
i − nX̄2

n− 1

=

∑n
i=1 X

2
i

n− 1
− n

n− 1
X̄2

p→ E
(
X2
)
− [E (X)]

2
= Var (X)

进⽽：

√
n
(
X̄ − µ

)√∑n
i=1(Xi−X̄)

2

n−1

p→
√
n
(
X̄ − µ

)√
Var (X)

=
√
n

(
X̄ − µ√
Var (X)

)
D→ N (0, 1)

因⽽当样本⾜够⼤时，即使 Xi 不服从正态分布，以上的
√
n(X̄−µ)√∑n
i=1(Xi−X̄)2

n−1

仍然服

从正态分布。

现在假设 an (Xn − c)
D→ Y，liman→∞ an = ∞，那么 anXn = Op (1) , Xn−

c = op (1)。对于任意的连续⼆阶可微的函数 g (x)，都可以对其泰勒展开：

an [g (Xn)− g (c)] =
∂g

∂x′ (c) an (Xn − c) +
1

2
an (Xn − c)

′ ∂2g

∂x∂x′ (c) (Xn − c) + · · ·

=
∂g

∂x′ (c) an (Xn − c) +
1

2
Op (1)O (1) op (1)

=
∂g

∂x′ (c) an (Xn − c) + op (1)

D→ ∂g

∂x′ (c)Y

因⽽ an [g (Xn)− g (c)]
D→ ∂g

∂x′ (c)Y。特别的，如果 Y ∼ N (0,Σ)，那么：

an [g (Xn)− g (c)]
D→ N

(
0,

∂g

∂x′ (c) Σ
∂g

∂x
(c)

)
以上过程我们称之为 delta ⽅法（delta method）。

例 20. 令 {Xi} 为概率空间 (Ω,F ,P) 上 i.i.d 的随机变量序列，且 E (Xi) =
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µ,Var (Xi) = σ2，那么根据中⼼极限定理：

√
n
(
X̄n − µ

) D→ N
(
0, σ2

)
如果我们关⼼ Y = exp

(
X̄n

)
的分布，那么可以对其进⾏泰勒展开：

√
NY −

√
N exp (µ) =

√
N exp

(
X̄n

)
−
√
N exp (µ)

=
√
N exp (µ)

(
X̄n − µ

)
+

1

2

√
N exp (µ)

(
X̄n − µ

)2
+ · · ·

=
√
N exp (µ)

(
X̄n − µ

)
+

1

2
exp (µ)Op (1) op (1)

=
√
N exp (µ)

(
X̄n − µ

)
+ op (1)

D→
√
N exp (µ)

(
X̄n − µ

)
= N

(
0, exp (2µ)σ2

)
因⽽ Y

D→ N
(
0, exp(2µ)σ2

N

)
。

习题

练习 1. 写程序近似逼近正态分布的分布函数并画图。

练习 2. 请找出⼀项表达式使其与如下序列渐进等价：

1. lnn+ 1
2n

2. lnn+ ln (lnn)

3. n2 + en

练习 3. 请确定 an =
√

logn 与 bn = log (
√
n) 的阶。

练习 4. 请问如下命题是否成⽴？若成⽴，请给出证明，若不成⽴，请给出反例：

1. an = o (bn) , cn = o (bn)，那么 an + cn = o (bn)。

2. an = o (bn) , cn = o (dn)，那么 an + cn = o (bn + dn)。

练习 5. 如果 h = nq,−1 < q < 0，an = 1
n2h2 + 10

n3h，bn = 3h3 + 10h4，求 q 使
得 an + bn 以最快的速度趋向于 0。

练习 6. 程序题：给定⼀个 p 和⼀个 n，重复的⽣成 n 个服从伯努利分布的随
机变量，并计算其均值 p̂n。对于 n = 10, 20, 30, ..., 1000 重复以上过程，并将结
果以 n 为 x 轴，将 p̂n 画在⼀张图上观察其收敛性。将伯努利分布换成 Cauthy
分布，再次观察其收敛性。
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练习 7. 程序题：给定⼀个 p和⼀个 n，重复的⽣成 n个服从伯努利分布的随机
变量，并计算 p̂n。对于每⼀个 n，重复计算出 500 个 p̂。对于 n = 3, 10, 30, 100

重复以上过程，并画出每个 n 的情况下 500 个 p̂ 的直⽅图。

练习 8. 程序题：将上述练习中的伯努利分布换成正态分布的平⽅，重复上述练
习的过程。换成 Cauthy 分布，继续重复上述练习的过程。
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