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司继春

上海对外经贸⼤学统计与信息学院

在这⼀节中我们将学习统计推断中参数估计的相关内容，包括点估计和区
间估计两部分。其中，我们将介绍两种点估计的⽅法：矩估计和极⼤似然估计。

1 参数估计

1.1 参数估计的基本概念

在参数模型中，我们假设总体 P 属于某⼀个参数族 {Pθ, θ ∈ Θ}，从⽽推断
总体等价于找到⼀个参数 θ0，使得 Pθ0 = P。我们⼀般把 θ0 成为真值（true
value）。⽽由于总体是不可观测的，我们只能通过样本对总体进⾏推断，因⽽我
们不可能得到 θ0 的精确值，只能对其进⾏估计，即参数估计（Estimation）。

参数估计包含两部分，即点估计（Point estimation）和区间估计（inter-
val estimation）。其中点估计即找到⼀个统计量 θ̂ (x)，对总体参数 θ0 进⾏推
断，⽽统计量 θ̂ 我们⼀般称为估计量（estimator）。⽽区间估计即找到⼀组统
计量 L (x) , U (x)，使得由其组成的区间包含总体参数 θ0 的概率为已知的，即
P (L (x) ≤ θ0 ≤ U (x)) = p。其中统计量 L (x) , U (x) 被成为区间估计量（in-
terval estimator）。

此外，类似于统计量及其实现的差别，我们还需要区分估计量和估计。如上
所述，估计量即样本的⼀个函数，即⽤于估计参数的统计量，⽽估计（estimate）
是对于某⼀个样本，估计量的实现。

1.2 评价估计量的标准

对于同⼀个参数，经常我们有不同的估计量，⽐如对于正态总体 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d，

⾃然地，σ2 的⼀个估计量为：

s2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)
2

1
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⽽类似的，我们也可以使⽤：

σ̂2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − x̄)
2 (1)

作为 σ2 的⼀个估计。以上两个估计量的差别在于分母的不同，很显然，以上两
个估计量具有不同的抽样分布。那么，在有很多统计量可供选择时，该如何评价
这些统计量呢？

⼀个常⽤的标准是均⽅误差（Mean squared error, MSE），即对于⼀个
参数 θ 和它的估计量 θ̂，其误差平⽅的期望 E

(
θ̂ − θ0

)2
为估计量 θ̂ 的均⽅误

差。注意由于：

E
(
θ̂ − θ0

)2
= E

(
θ̂ − Eθ̂ + Eθ̂ − θ0

)2
= E

(
θ̂ − Eθ̂

)2
+ E

(
Eθ̂ − θ0

)2
+ 2E

(
θ̂ − Eθ̂

)(
Eθ̂ − θ0

)
= Var

(
θ̂
)
+
(
Eθ̂ − θ0

)2
+ 2

(
Eθ̂ − θ0

)
E
(
θ̂ − Eθ̂

)
= Var

(
θ̂
)
+
(
Eθ̂ − θ0

)2
= Var

(
θ̂
)
+
[
Bias

(
θ̂
)]2

其中定义偏差（bias）Bias
(
θ̂
)

= E
(
θ̂ − θ0

)
，从⽽ MSE

(
θ̂
)

= Var
(
θ̂
)
+[

Bias
(
θ̂
)]2
，即均⽅误差等于估计量的⽅差与偏差平⽅的和。

因⽽，降低均⽅误差有两种途径：降低估计的⽅差以及降低偏差。此外，根据
均⽅收敛的定义，只要 E

(
θ̂ − θ0

)2
= Var

(
θ̂
)
+
[
Bias

(
θ̂
)]2

→ 0，那么 θ̂
L2

→ θ0，

从⽽ θ̂
p→ θ0。尽管⼩样本情况下估计量的偏差不为 0，但是我们希望当样本量趋

向于⽆穷时，估计量收敛到真值，也是可以接受的。这就引出了评价估计量的三
条标准：⽆偏性（unbiasedness）、有效性（efficiency）、⼀致性（consistency）。

1.2.1 ⽆偏性

⽆偏性要求估计量的偏差为 0。当估计量的偏差为 0，即 E
(
θ̂
)
= θ0 时，我

们称估计量 θ̂ 为⽆偏的（unbiased）。⽆偏性意味着，尽管对于每个样本，对 θ0

的估计不可能完全准确，但是平均⽽⾔，估计量 θ̂ 总是围绕在真值 θ0 的周围，
不会有系统性的偏差。

例 1. 根据之前的计算，我们知道对于正态总体，xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d：

E
(
s2
)
= σ2
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因⽽式 (1) 中定义的 σ̂2 的期望为：

E
(
σ̂2
)
= E

(
N − 1

N
s2
)

=
N − 1

N
σ2

因⽽ Bias
(
s2
)
= 0,Bias

(
σ̂2
)
= 1

N σ2，只有 s2 是 σ2 的⽆偏估计量。

1.2.2 有效性

为了降低 MSE，除了降低偏差以外，降低估计量的⽅差 Var
(
θ̂
)
也是⾮常

重要的⼿段。⼀般⽽⾔，如果两个估计量 θ̂1 和 θ̂2，如果 Var
(
θ̂1

)
< Var

(
θ̂2

)
，

那么我们称 θ̂1 相对于 θ̂2 是有效的。

例 2. 在例 (1) 中，因为 σ̂2 = N−1
N s2，从⽽

Var
(
σ̂2
)
=

(
N − 1

N

)2

Var
(
s2
)
< Var

(
s2
)

因⽽ σ̂2 是相对于 s2 更有效的估计量。

我们注意到，尽管 s2 ⽐ σ̂2 的偏差更⼩，但是 s2 ⽐ σ̂2 的⽅差更⼤。在很
多应⽤问题，⽐如⾮参数回归或者监督学习（supervised learning）中，我们都
会碰到类似的偏差-⽅差权衡（bias-variance tradeoff），即很多时候，同时降低
偏差和⽅差是不可能的。

1.2.3 ⼀致性

很多时候，尽管在有限样本下，⼀个估计量的偏差不为零，但是如果样本量
⾜够⼤时，估计量与真值之间的误差充分的⼩，我们也可以接受。如果⼀个估
计量 θ̂ 依概率收敛到真值 θ0，即 θ̂

p→ θ0，那么我们称估计量 θ̂ 为⼀致估计量。
如果⼀个估计量是不⼀致的，也就是说即便我们拥有⽆限多的样本，我们也不
能获得真值 θ0 的估计，因⽽⼀致性是对⼀个估计量的最低要求。

例 3. 在例 (1) 中，由于：

σ̂2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − x̄)
2
=

1

N

N∑
i=1

x2
i − x̄2

其中 x̄
p→ µ，⽽：

1

N

N∑
i=1

x2
i

p→ E
(
x2
)
= µ2 + σ2

从⽽ σ̂2 p→ σ2，即 σ̂2 是 σ2 的⼀致估计量。⽽：

s2 =
N

N − 1
σ̂2 p→ σ2
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因⽽ s2 也是 σ2 的⼀致估计量。

需要注意的是，⽆偏性关注的是估计量的期望，⽽⼀致性则是当样本⾜够
⼤时估计量的性质，两者并没有任何必然联系，⽆偏性和⼀致性并不是彼此的
充分或者必要条件。

2 矩估计

矩估计（method of moments）是使⽤历史最长的参数估计⽅法，其思路
是使⽤样本矩代替总体矩对参数进⾏估计。如果样本 x = (x1, ..., xN )

′ 是来⾃于
总体 Pθ0 的独⽴同分布的样本，那么其⼀阶样本矩和⼀阶总体矩可以分别定义
为： m1 (x) =

1
N

∑N
i=1 xi

µ1 (θ) = Eθxi

其中 Eθ 表⽰给定⼀个参数 θ，使⽤总体 Pθ 计算得到的理论的总体期望。由于
真值为 θ0，因⽽真实的期望 Exi = Eθ0xi。

我们知道，在⼀定⽐较宽松的条件下，根据⼤数定律有：

m1 (x) =
1

N

N∑
i=1

xi
p→ Eθ0xi = µ1 (θ0)

如果 µ1 (·) 是⼀个连续且可逆的函数，那么真实参数 θ0 可以写为：

θ0 = µ−1
1 (µ1 (θ0))

那么我们可以使⽤样本矩 m1 (x) 代替上式中的总体矩 µ1 (θ0)，由于 m1 (x)
p→

µ1 (θ0)，⽽ µ−1
1 (·) 为连续函数，从⽽估计量：

θ̂
∆
= µ−1

1 (m1 (x))
p→ µ−1

1 (µ1 (θ0)) = θ0

从⽽ θ̂ 是 θ0 的⼀致估计。
更加形象的理解是，给定任何⼀个 θ，总体 Pθ 是⼀个确定的概率函数，因

⽽可以计算在 θ 情况下的样本矩 Eθxi。理论上，样本矩 m1 (x) 和总体矩 µ1 (θ)

在样本量⾜够⼤的情况下应该是充分接近的，那么我们可以找到⼀个 θ̂ 使得
µ1

(
θ̂
)
与 m1 (x) 的差距最⼩，从⽽得到对真值 θ0 的估计。以上就是矩估计的

思想。

例 4. 如果样本 xi ∼ P (λ0) i.i.d，我们知道样本矩 m1 (x) = x̄，⽐如，如果我
们的样本观测值为 x = (3, 5, 7, 2, 3)，那么样本矩为

m1 (x) = x̄ =
3 + 5 + 7 + 2 + 3

5
= 4
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加⼊任意给定⼀个 λ，⽐如令 λ = 2，总体的期望为 Eλxi = λ = 2 ̸= 4，因⽽如
果认为 λ0 = 2，那么总体 P (2) 所产⽣的总体矩与样本矩仍然有差异。只有当
λ = 4 时，总体矩 Eλxi = 4 = m1 (x)，总体矩与我们观察到的样本矩相等，因
⽽我们可以推断 λ̂ = 4。⼀般的，对于泊松分布总体，我们可以直接令总体矩等
于样本矩得到估计，即：

λ̂ = m1 (x) = x̄

下⾯我们分别讨论该估计量的⽆偏性和⼀致性。⾸先，对于⽆偏性，由于：

Eλ̂ = Ex̄ = E

(
1

N

N∑
i=1

xi

)
=

1

N

N∑
i=1

Exi = λ0

因⽽ λ̂ 是 λ0 的⽆偏估计。⽽对于⼀致性，根据⼤数定理：

λ̂ = x̄
p→ Exi = λ0

因⽽ λ̂ 是 λ0 的⼀致估计。当然，⼀致性还可以通过分析 λ̂ 的偏差与⽅差来证
明。根据以上讨论，该估计量的偏差为 Bias

(
λ̂
)
= E

(
λ̂
)
− λ0 = 0，⽽其⽅差

为：

Var
(
λ̂
)
= Var

(
1

N

N∑
i=1

xi

)
=

1

N2

N∑
i=1

Var (xi) =
λ0

N

从⽽ E
(
λ̂− λ0

)2
= Var

(
λ̂
)
+
[
Bias

(
λ̂
)]2

→ 0，从⽽ λ̂
L2

→ λ0，从⽽ λ̂
p→ λ0。

进⼀步，根据中⼼极限定理，有：

√
N
(
λ̂− λ0

)
=

√
N (x̄− λ0)

D→ N (0, λ0)

因⽽ λ̂
D→ N

(
λ0,

λ0

N

)
。

例 5. 如果样本 xi ∼ LN (µ0, 2) i.i.d，即总体为对数正态分布，且⼀个参数
σ2 = 2 已知。类似的，样本矩 m1 (x) = x̄，⽽总体矩 Eµxi = eµ0+1。根据矩估
计的思想，令总体矩等于样本矩，即：

eµ̂+1 = m1 (x) = x̄

可以得到 µ0 的矩估计值：
µ̂ = ln x̄− 1

现在讨论该估计量的⽆偏性和⼀致性。⾸先根据 Jensen 不等式：

E (µ̂) = E (ln x̄)− 1 ≤ ln (Ex̄)− 1 = ln eµ0+1 − 1 = µ0

因⽽ µ̂ 并不是 µ0 的⽆偏估计。⽽根据⼤数定律，x̄
p→ Exi = eµ0+1，由于 ln 为
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连续函数，从⽽：
µ̂ = ln x̄− 1

p→ ln eµ0+1 − 1 = µ0

因⽽ µ̂ 是 µ0 的⼀致估计。此外，我们还可以使⽤ delta ⽅法计算 µ̂ 的极限分
布。根据中⼼极限定理，

√
N
(
x̄− eµ0+1

) D→ N (0,Var (xi))，其中 Var (xi) =

e2(µ0+2) − e2µ0+2。因⽽，对估计量进⾏泰勒展开：

√
N (µ̂− µ0) =

√
N
(
ln x̄− 1− ln eµ0+1 + 1

)
=

√
N
(
ln x̄− ln eµ0+1

)
=

√
N

(
1

eµ0+1

(
x̄− eµ0+1

)
+ op (1)

)
D→ 1

eµ0+1

√
N
(
x̄− eµ0+1

)
= N

(
0, e−2(µ0+1)Var (xi)

)
因⽽ µ̂

D→ N
(
µ0,

e2−1
N

)
。

更⼀般的，如果我们有 k 个未知参数，即 θ 为 k 维向量，那么我们可以联
⽴前 k 个样本矩和总体矩对 θ 进⾏估计，其中前 k 个样本矩和总体矩定义为：

m1 (x) =
1
N

∑N
i=1 x

1
i µ1 (θ) = Eθx

1
i

m2 (x) =
1
N

∑N
i=1 x

2
i µ2 (θ) = Eθx

2
i

...
...

mk (x) =
1
N

∑N
i=1 x

k
i µk (θ) = Eθx

k
i

⼀般⽽⾔，如果我们有 k 个参数，θ = (θ1, ..., θk)
′，那么我们使⽤前 k 个

矩，解⽅程： 

m1 (x) = µ1

(
θ̂
)

m2 (x) = µ2

(
θ̂
)

...

mk (x) = µk

(
θ̂
)

如果该联⽴⽅程有解，即可得到参数 θ0 的估计。

例 6. 对于正态总体 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d，其中未知总体参数 θ =

(
µ, σ2

)
，其

⼀阶样本矩为 m1 (x) = x̄，⼆阶样本矩为 m2 (x) = x2。我们知道对于正态分布，
µ1 (θ) = µ, µ2 (θ) = µ2 + σ2，从⽽矩估计为：m1 (x) = x̄ = µ̂

m2 (x) = x2 = µ̂2 + σ̂2
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解得： µ̂ = x̄

σ̂2 = x2 − x̄2

下⾯分析其⽆偏性和⼀致性。根据之前的结论，Eµ̂ = µ0,E
(
σ̂2
)
= N−1

N σ2
0，因

⽽ µ̂ 是⽆偏估计量⽽ σ̂2 并⾮⽆偏估计量。⽽由于 x̄
p→ µ0，x2 p→ µ2

0 + σ2
0，从

⽽ σ̂2 p→ µ2
0 + σ2

0 − µ2
0 = σ2

0，因⽽ µ̂ 和 σ̂2 都是⼀致估计量。

3 极⼤似然估计

3.1 极⼤似然估计量

极⼤似然估计量（maximum likelihood estimator）是⽬前为⽌最常见
的得到估计量的⽅法，其思想是，如果我们要对未知参数总体 Pθ 做推断，估计
θ0，那么我们就寻找⼀个 θ̂，使得这组数据出现的概率最⾼，则 θ̂ 理应是 θ0 的
⼀个合理估计。

如果假设⼀组独⽴同分布的样本 x = (x1, ..., xN ) 来⾃于参数总体 Pθ，且
密度函数为 f (xi|θ)，那么样本的联合分布函数为：

f (x|θ) =
N∏
i=1

f (xi|θ)

现在，将未知参数 θ 视为变量，x 为给定的样本，由于对数函数为单调函数，因
⽽可以将联合分布函数取对数，得到对数似然函数（log-likelihood function）：

L (θ|x) = ln f (x|θ) =
N∑
i=1

ln f (xi|θ)

极⼤似然估计即找到⼀个 θ̂ 使得对数似然函数最⼤化：

θ̂ = arg max
θ

L (θ|x)

从⽽我们得到了极⼤似然估计量 θ̂。

例 7. 如果 xi ∼ Ber (p0) i.i.d，那么其联合密度函数为：

f (x|p) =
N∏
i=1

pxi (1− p)
1−xi
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对数似然函数为：

L (p|x) =
N∑
i=1

[xi ln p+ (1− xi) ln (1− p)]

=

(
N∑
i=1

xi

)
ln p+

(
N −

N∑
i=1

xi

)
ln (1− p)

现在欲得到 p 的极⼤似然估计值，只要对上述对数似然函数求最⼤值，即：

∂L (p|x)
∂p

=

∑N
i=1 xi

p
−

(
N −

∑N
i=1 xi

)
1− p

= 0

从⽽得到：

p̂ =
1

N

N∑
i=1

xi

现在讨论该估计量的⽆偏性和⼀致性。对于⽆偏性，我们有：

E (p̂) = E
1

N

N∑
i=1

xi =
1

N

N∑
i=1

Exi = p0

⽽对于⼀致性，根据⼤数定律，我们有：

p̂ =
1

N

N∑
i=1

xi
p→ Exi = p0

因⽽极⼤似然估计量 p̂ 是真值 p0 的⽆偏、⼀致估计量。

例 8. 如果 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d，其中 θ =

(
µ, σ2

)
，那么其联合密度函数为：

f (x|θ) =
N∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ)

2

2σ2

}

对数似然函数为：

L (θ|x) =
N∑
i=1

[
−1

2
ln (2π)− lnσ − (xi − µ)

2

2σ2

]

= −N

2
ln (2π)−N lnσ − 1

2σ2

N∑
i=1

(xi − µ)
2

= −N

2
ln (2π)−N lnσ − 1

2σ2

N∑
i=1

(
x2
i + µ2 − 2µxi

)
= −N

2
ln (2π)−N lnσ − Nµ2

2σ2
− N

2σ2
x2 +

Nµ

σ2
x̄
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对其求极⼤值，得到：

∂L (θ|x)
∂θ

=

(
− µ

σ2 + x̄
σ2

− 1
σ + µ2

σ3 + x2

σ3 − 2µx̄
σ3

)
= 0

解得： µ̂ = x̄

σ̂2 = x2 − x̄2

这与矩估计的估计量是⼀样的。我们之前已经证明了，µ̂ 是 µ0 的⽆偏、⼀致估
计量，⽽ σ̂2 是 σ2

0 的⼀致估计量， N
N−1 σ̂

2 是 σ2
0 的⽆偏估计量。

例 9.（截尾数据）现在正在进⾏⼀项调查，其中⼀项调查为收⼊（yi）调查，其
中关于收⼊的问题为：

• 请问您的收⼊是多少？

– ⼩于 1000

– ⼤于 10000

– 其他 ______（请填写具体数值）

如果假设收⼊的对数（x∗
i = log10 yi）服从正态分布，即 x∗

i ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d，

那么我们观察到的数据为：

xi =


3 yi ≤ 1000

4 yi ≥ 10000

x∗
i otherwise

我们称数据存在截尾（censoring）现象。为了估计以上问题，我们可以计算：

P (xi = 3) = P (x∗
i ≤ 3) = P

(
x∗
i − µ

σ
≤ 3− µ

σ

)
= Φ

(
3− µ

σ

)
同理 P (xi = 4) = 1− Φ

(
4−µ
σ

)
。因⽽ xi 的密度函数为：

f (xi|θ) =
[
Φ

(
3− µ

σ

)]1{xi=3} [
1− Φ

(
4− µ

σ

)]1{xi=4} [
ϕ

(
xi − µ

σ

)]1{3<xi<4}

因⽽其对数似然函数为：

L (θ|x) = N3 lnΦ

(
3− µ

σ

)
+N4 ln

[
1− Φ

(
3− µ

σ

)]
+

N∑
i=1

1 {3 < xi < 4} lnϕ

(
xi − µ

σ

)



3 极⼤似然估计 10

0.5 1 1.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0.5

p0 p̂ p

L (p) L (p)

L (p|x) , N = 20

图 1: 伯努利分布的总体和样本似然函数

最⼤化以上对数似然函数，我们就得到了正态分布总体的极⼤似然估计。

3.2 ⼀致性与 Kullback-Leiber 信息

在以上两个例⼦中，我们发现，尽管极⼤似然估计不能保证⽆偏性，但是所
有的估计量都是⼀致的。那么是不是极⼤似然估计⼀定能保证⼀致性呢？

为了回答这个问题，我们分两步来看。⾸先，观察对数似然函数：1
NL (θ|x) =

1
N

∑N
i=1 ln f (xi|θ)，对于任意⼀个给定的 θ（不⼀定是真值 θ0），在⼀定的条件

下，根据⼤数定律，有：

1

N
L (θ|x) p→ E ln f (xi|θ)

∆
= L (θ)

即样本似然函数收敛到总体的似然函数1。其次，极⼤似然估计的⽅法是最⼤化
L (θ|x)获得估计，即 θ̂ = arg maxθ L (θ|x)，那么如果真值 θ0 = arg maxθ L (θ)，
由于 1

NL (θ|x) p→ L (θ)，那么样本似然函数最⼤值 θ̂ 应该也会⽆限趋向于总体
似然函数最⼤值 θ0，从⽽是 θ0 的⼀致估计。那么接下来的问题就是，我们的真
值 θ0 是不是的确能够最⼤化总体似然函数 L (θ) = E ln f (xi|θ) 呢？我们先看
⼀个例⼦。

例 10. 若 xi ∼ Ber (p0) i.i.d，那么其联合密度函数为：

f (x|p) =
N∏
i=1

pxi (1− p)
1−xi

1注意严谨来说，在这⾥依概率收敛是不够的，我们需要⼀致收敛。
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对数似然函数为：

L (p|x) =
N∑
i=1

[xi ln p+ (1− xi) ln (1− p)]

根据⼤数定律，对于任意的 p，上述似然函数

1

N
L (p|x) p→ L (p)

∆
= E [xi ln p+ (1− xi) ln (1− p)]

= E (xi) ln p+ E (1− xi) ln (1− p)

= p0 ln p+ (1− p0) ln (1− p)

其中 p0 为真值。那么接下来的问题是，是不是只有当 p = p0 时，L (p) 达到了
最⼤值呢？为求最⼤值，我们对 L (p) 求导数并令其等于 0 得到：

∂L (p)

∂p
=

p0
p

− 1− p0
1− p

= 0

从⽽只有当 p = p0 时，以上导数等于 0。因⽽真值 p0 最⼤化了总体似然函数
L (p)。

以上伯努利分布的例⼦并不是个例，实际上，我们可以证明，真值 θ0 总是
可以最⼤化总体似然函数。为了证明这⼀点，我们可以从总体似然函数出发：

L (θ) = E ln f (xi|θ)

= Eθ0 ln f (xi|θ)

=

∫
R

ln f (x|θ) · f (x|θ0) dx

求其最⼤值，得到：

∂L (θ)

∂θ
=

∂

∂θ

∫
R

ln f (x|θ) · f (x|θ0) dx

=

∫
R

∂

∂θ
ln f (x|θ) · f (x|θ0) dx

=

∫
R

1

f (x|θ)
∂f (x|θ)

∂θ
· f (x|θ0) dx
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当 θ = θ0 时，有：

∂L (θ)

∂θ
=

∫
R

1

f (x|θ0)
∂f (x|θ0)

∂θ
· f (x|θ0) dx

=

∫
R

∂f (x|θ0)
∂θ

dx

=
∂

∂θ

∫
R
f (x|θ0) dx

= 0

其中最后⼀步由于
∫
R f (x|θ0) dx = 1。我们通常称对数似然函数的⼀阶导数

∂
∂θ ln f (xi|θ) 为得分函数（score function），记为 si (θ) =

∂
∂θ ln f (xi|θ)。以上结

论意味着得分函数的期望等于 0，即 Esi (θ0) = 0。我们知道，⼀阶导数等于 0

是最⼤化的必要条件，因⽽我们猜测，真值 θ0 很有可能最⼤化了总体似然函数
L (θ)。

为了更进⼀步得到真值 θ0是否最⼤化了总体似然函数，我们引⼊ Kullback-
Leiber 信息的概念。

定义 1. 令 P 和 Q 为同⼀概率空间中的两个概率函数，p 和 q 分别为其概率密
度函数。Kullback-Leiber 信息被定义为：

K (P,Q) =

∫
R

ln p (x)

q (x)
p (x) dx

当 P 和 Q 属于参数族 Pθ 和 Qη 时，Kullback-Leiber 信息即：

K (θ, η) =

∫
R

ln f (x|θ)
g (x|η)

f (x|θ) dx = Eθ

[
ln f (x|θ)

g (x|η)

]
实际上，Kullback-Leiber信息度量的是两个概率函数的「距离」，可以证明，

Kullback-Leiber 信息 K (P,Q) ≥ 0，当且仅当 P = Q 时等号成⽴。
对于极⼤似然函数，给定任意⼀个 θ，其代表的概率函数与真值代表的概率

函数之间的距离，即 Kullback-Leiber 信息为：

K (θ0, θ) = Eθ0

[
ln f (x|θ0)

f (x|θ)

]
≥ 0

当且仅当 θ = θ0 时等式成⽴，因⽽ θ0 最⼩化了：

Eθ0

[
ln f (x|θ0)

f (x|θ)

]
= Eθ0 [ln f (x|θ0)− ln f (x|θ)]

或者等价的，最⼤化了 Eθ0 [ln f (x|θ)] = L (θ)。
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3.3 极限分布与 Fisher 信息

上⼀节中，我们知道在⼀定条件下，极⼤似然估计量 θ̂ 是真值 θ0 的⼀致估
计量，进⼀步的，我们希望知道估计量 θ̂ 的抽样分布。我们下⾯将从极⼤似然
函数的⼀阶条件开始，使⽤ delta ⽅法得到估计量 θ̂ 的极限分布。

由于我们计算极⼤似然估计量时最⼤化了极⼤似然函数，其⼀阶条件为：

∂L
(
θ̂|x
)

∂θ
=

∂

∂θ

N∑
i=1

ln f
(
xi|θ̂

)
=

N∑
i=1

∂

∂θ
ln f

(
xi|θ̂

)
=

N∑
i=1

si

(
θ̂
)
= 0

即样本得分函数的均值等于 0。我们对上式在 θ = θ0 处进⾏泰勒展开，得到：

0 =

N∑
i=1

si

(
θ̂
)
=

N∑
i=1

si (θ0) +

N∑
i=1

∂

∂θ′
si (θ0)

(
θ̂ − θ0

)
+O

((
θ̂ − θ0

)2)

我们记 Hi (θ) =
∂
∂θ′ si (θ) =

∂
∂θ∂θ′ ln f (xi|θ) 为对数似然函数的海塞矩阵，我们

有：
1

N

N∑
i=1

∂

∂θ′
si (θ0)

p→ EHi (θ0)
∆
= −H0

⽽由于 Esi (θ0) = 0，因⽽ Var (si (θ0)) = E [si (θ0) s
′
i (θ0)]

∆
= I0，因⽽根据中⼼

极限定理：
√
N

1

N

N∑
i=1

si (θ0)
D→ N (0, I0)

因⽽：

√
N
(
θ̂ − θ0

)
= H−1

0

√
N

1

N

N∑
i=1

si (θ0) + op (1)
D→ N

(
0, H−1

0 I0H−1
0

)
(2)
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注意其中：

−H0 = EHi (θ0)

=

∫
R

∂

∂θ∂θ′
ln f (x|θ0) · f (x|θ0) dx

=

∫
R

∂

∂θ′

[
1

f (x|θ0)
∂f (x|θ0)

∂θ

]
· f (x|θ0) dx

=

∫
R

[
1

f (x|θ0)
∂2f (x|θ0)
∂θ∂θ′

− 1

f2 (x|θ0)
∂f (x|θ0)

∂θ

∂f (x|θ0)
∂θ′

]
· f (x|θ0) dx

=

∫
R

∂2f (x|θ0)
∂θ∂θ′

− 1

f (x|θ0)
∂f (x|θ0)

∂θ

∂f (x|θ0)
∂θ′

dx

=

∫
R

∂2f (x|θ0)
∂θ∂θ′

dx−
∫
R

(
1

f (x|θ0)
∂f (x|θ0)

∂θ

∂f (x|θ0)
∂θ′

)2

f (x|θ0) dx

=
∂2

∂θ∂θ′

∫
R
f (x|θ0) dx− Eθ0

∂ ln f (x|θ0)
∂θ

∂ ln f (x|θ0)
∂θ′

= −Eθ0

[
si (θ0) si (θ0)

′]
= −Var [si (θ0)]

= −I0

因⽽我们有：H0 = I0，即对数似然函数海塞矩阵的期望等于得分函数的⽅差。
将以上等式带⼊式 (2)，可以得到：

√
N
(
θ̂ − θ0

)
D→ N

(
0, I−1

0

)
即⼤样本条件下，极⼤似然估计量的极限分布为正态分布，且其渐进⽅差为对
数似然函数海塞矩阵倒数的逆矩阵。特别的，当 θ 为⼀维标量时，

√
N
(
θ̂ − θ0

)
D→ N

(
0,− 1

E
(

d2

dθ2 ln f (x|θ)
))

例 11. 在例 (7) 中，我们已经得到伯努利分布的极⼤似然估计为：

p̂ = x̄

根据中⼼极限定理，p̂ = x̄
D→ N

(
p0,

p0(1−p0)
N

)
。另⼀⽅⾯，直接使⽤以上结论

也可以得到 p̂ 的极限分布。注意对数似然函数为：

L (p|x) =
N∑
i=1

[xi ln p+ (1− xi) ln (1− p)]

因⽽得分函数为：
si (p) =

xi

p
− 1− xi

1− p
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图 2: 不同 p0 下伯努利分布的总体似然函数

进⽽海塞矩阵（⼆阶导）：

−Hi (p) = −xi

p2
− 1− xi

(1− p)
2

因⽽带⼊真值之后其期望为：

I0 = H0 = EHi (p0) =
1

p0
+

1

1− p0
=

1

p0 (1− p0)

从⽽ H−1
0 = p0 (1− p0)，从⽽

√
N (p̂− p) ∼ N (0, p0 (1− p0))。

实际上，可以证明，以上的 I−1
0 是渐进⽆偏估计量所能达到的最⼩⽅差，我

们称⽅差为 I−1
0 的估计量为渐进有效（asymptotic efficient）估计量。⽽ I0 实

际上度量了数据中所包含的「信息量」的⼤⼩，因⽽我们称 I0 为٭ઞ信息矩阵
（Fisher information matrix）。I0 越⼤，意味着所包含的信息越多，极⼤似
然估计所得到的⽅差也越⼩。如图 (2) 所⽰，当 p0 = 0.5 时，信息矩阵 I0 达到
了最⼩值，⽽ p̂ 的⽅差达到了最⼤值，表现在图中即对数似然函数在真值 p0 处
⾮常平缓。当真值 p0 逐渐接近 0 或者 1 时，信息矩阵 I0 逐渐变⼤，p̂ 的⽅差
也逐渐变⼩，图中对数似然函数在真值 p0 处也更加尖锐。因⽽同样是伯努利分
布，真值越接近于 0 或者 1 的伯努利分布实际上携带了更多的信息。

3.4 条件极⼤似然估计

以上介绍了极⼤似然估计法，需要设定数据 X 的完整的分布情况才能得
到估计。然⽽很多时候，我们观察到⼀系列数据 wi ∈ Rk, i = 1, ..., N，其中
wi = (y′i, x

′
i)

′
, yi ∈ Rk1 , xi ∈ Rk2，很多时候我们仅仅希望研究 x 和 y 之间的关
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系，⽽不关⼼随机向量 x 之间的关系，如果使⽤极⼤似然估计，我们就必须设
定 x 的联合分布。然⽽，设定 x 的联合分布很多时候是多于的，实际上，如果
我们能够找到 y 给定 x 的条件分布，即 f (y|x, θ)，那么基于条件分布的极⼤似
然估计仍然能够得到参数 θ 的⼀致估计。

例 12. （线性回归）如果 (yi, x
′
i)

′
, i = 1, ..., N, xi ∈ RK 为⼀系列独⽴同分布

的随机向量。为了使⽤ xi 预测或者拟合 yi，我们可以假设 yi|xi ∼ N
(
x′
iβ, σ

2
)
，

即给定 x，y 服从正态分布2。或者等价的，以上关系可以写成：

yi = x′
iβ + ui

其中 ui ∼ N
(
0, σ2

)
。在上述条件下，条件密度函数为：

f (yi|xi, β) =
1√
2πσ

exp
{
− (yi − x′

iβ)
2

σ2

}

因⽽似然函数为：

L (β|y, x) = −N

2
ln (2π)−N lnσ − 1

σ2

N∑
i=1

(yi − x′
iβ)

2

如果对 β 求导，可以得到：

− 1

σ2

N∑
i=1

(
yi − x′

iβ̂
)
xi = 0

解得：

β̂ =

[
N∑
i=1

(xix
′
i)

]−1 N∑
i=1

(xiyi)

如果令：

X =


x′
1

x′
2

...
x′
N

 =


x11 x12 · · · x1K

x21 x22 · · · x2K

...
... . . . ...

xN1 xN2 · · · xNK


以及：

Y =


y1

y2
...
yN


2注意尽管 y|x 服从正态分布，y 有可能不服从正态分布。
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那么 β̂ = (X ′X)
−1

X ′Y。以上就是所谓的最⼩⼆乘估计（Ordinary least squares,
OLS）。特别的，如果 K = 2，xi1 = 1，即解释变量中存在截距项（常数项），以
及⼀个额外的解释变量，我们称这种情况为⼀元线性回归，可以得到：

β̂2 =

∑N
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)∑N

i=1 (xi − x̄)
2

β̂1 = ȳ − β̂2x̄

例 13. （Logistic 回归）如果 (yi, x
′
i)

′
, i = 1, ..., N, xi ∈ RK 为⼀系列独⽴同分

布的随机向量，⽽其中 yi 为⼆元变量，即 yi ∈ {0, 1}，那么此时使⽤线性回归
模型就不再适合。如果假设

p (yi = 1|xi, β) =
ex

′
iβ

1 + ex
′
iβ

那么条件密度函数为：

f (yi|xi, β) =

[
ex

′
iβ

1 + ex
′
iβ

]1{yi=1} [
1

1 + ex
′
iβ

]1{yi=0}

因⽽极⼤似然函数为：

L (β|y, x) =
N∑
i=1

[
1 {yi = 1} ln

(
ex

′
iβ

1 + ex
′
iβ

)
+ 1 {yi = 0} ln

(
1

1 + ex
′
iβ

)]

最⼤化以上似然函数，就可以得到 β的⼀致估计，进⽽得到 p (xi) = P (yi = 1|xi)，
即给定 xi，yi = 1 的概率的估计。

4 区间估计

上⼀节中我们讨论了参数的点估计。尽管我们可以使⽤点估计⽅法对参数
值进⾏推断，然⽽我们知道，参数的点估计值 θ̂ 与真值 θ0 相等的概率⼀般为 0，
即 P

(
θ̂ = θ0

)
= 0。因⽽更进⼀步的，我们很多时候希望得到⼀个区间，使得这

个区间能够以正的概率包含真值 θ0。这就诞⽣了区间估计（interval estimation）
的概念。

区间估计，即对于样本 x = (x1, ..., xN )，通过⼀对统计量 L (x) 和 U (x)，
满⾜ L (x) ≤ U (x)，我们可以使⽤区间 [L (x) , U (x)] 对未知参数 θ0 进⾏推断。

例 14. 如果样本 xi ∼ N (µ0, 1) i.i.d, i = 1, ..., N，那么区间 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]
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图 3: 不同抽样下长度为 1 的置信区间估计

包含真值 µ0 的概率为：

P (µ0 ∈ [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]) = P (µ0 − 0.5 ≤ x̄ ≤ µ0 + 0.5)

= P

− 0.5√
1
N

≤ x̄− µ0√
1
N

≤ 0.5√
1
N


由于 x̄ ∼ N

(
µ0,

1
N

)
，因⽽

x̄− µ0√
1
N

∼ N (0, 1)

因⽽

P (µ0 ∈ [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]) = Φ

 0.5√
1
N

− Φ

− 0.5√
1
N

 = 2Φ

 0.5√
1
N

− 1

例如，当 N = 16 时，查表可得，P (µ0 ∈ [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]) = 2Φ (2) − 1 ≈
2×0.9772−1 = 0.9544，即区间 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]包含真值 µ0 的概率为 95.44%。
如图 (3) 画出了当 µ0 = 0 时，20 次不同抽样的区间。平均⽽⾔，每抽 100 次⼤
概有 5 次区间 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5] 不能包含真实的参数 µ0（图中红⾊区间）。

注意由于未知参数 θ0 是⼀个未知的常数，⽽统计量 L (x) 和 U (x) 是随
着抽样的变化⽽变化的，因此我们不能说「θ0 落⼊区间 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5] 的概
率是多少」，⽽只能说「区间 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5] 包含 θ0 的概率是多少」。我们把
概率 P (θ0 ∈ [L (x) , U (x)]) 称为覆盖概率（coverage probability）。注意由于总
体参数 θ0 未知，因⽽概率 P (µ0 ∈ [L (x) , U (x)]) 可能依赖于未知的参数 θ0，
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因⽽我们通常将⽽覆盖概率的下界，即 infθ Pθ (θ0 ∈ [L (x) , U (x)]) 称为置信度
（confidence coefficient）或者置信⽔平，通常⽤ 1−α表⽰。在某⼀置信度下，
区间 [L (x) , U (x)] 又被称为置信区间（confidence interval）。因⽽在例 (14)
中，我们可以说在 95.44% 的置信⽔平下，置信区间为 [x̄− 0.5, x̄+ 0.5]。

此外还需要注意的是，在例 (14) 中，为了求得置信区间和覆盖概率，我们
⾸先将统计量 x̄ 做了标准化处理，即使⽤ x̄−µ0√

1
N

推算概率，⽽不是直接使⽤ x̄。

使⽤ x̄−µ0√
1
N

的好处是，此统计量不依赖于任何未知参数，因⽽其分布不会随着未

知参数的变化⽽变化，即服从⼀个标准的分布，这样⼀来，我们得到的覆盖概率
不依赖于任何未知参数，因⽽就等于置信度。⼀般的，我们把分布不依赖于未知
参数的统计量成为基准统计量（pivotal statistic）。

例 15. 如果样本 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d, i = 1, ..., N，那么：

1. 统计量 x̄ ∼ N
(
µ0,

σ2
0

N

)
，其分布依赖于两个未知参数；

2. 统计量 x̄− µ0 ∼ N
(
0,

σ2
0

N

)
，其分布仍然依赖于未知参数 µ0；

3. 统计量
x̄− µ0√

σ2
0

N

∼ N (0, 1)

分布不依赖于任何未知参数，因⽽是基准统计量；

4. 统计量
x̄− µ0√

s2

N

∼ tN−1

分布不依赖于任何未知参数，因⽽是基准统计量；

例 16. 如果样本 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d, i = 1, ..., N，那么

(N − 1)
s2

σ2
0

∼ χ2
N−1

，其分布不依赖于任何未知参数，因⽽是基准统计量。

在例 (14) 中，我们⾸先给出了区间，进⽽计算了该区间的置信度。然⽽现
实中，我们经常希望得到在⼀定置信⽔平下的置信区间，即⼀般的区间估计过
程。

例 17. 如果样本 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d, i = 1, ..., N，为了得到 µ0 的 95% 的置

信区间，我们⾸先找到基准统计量，要求在基准统计量中，只有 µ0 是未知的，
其他都是已知的（包括已知常数以及已知统计量）。在例 (15) 中，只有统计量

x̄− µ0√
s2

N

∼ tN−1
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2 3 4
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1

α/2α/2 Confidence interval

图 4: 正态分布或 t 分布置信区间

满⾜以上条件。如果令 tα/2 = F−1
t

(
α
2

)
，我们有：

P

−tα/2 ≤ x̄− µ0√
s2

N

≤ tα/2

 = Ft

(
tα/2

)
− Ft

(
−tα/2

)
= 1− 2Ft

(
tα/2

)
= 1− 2Ft

(
F−1
t

(α
2

))
= 1− α

因⽽我们可以得到：

P

(
x̄− tα/2

√
s2

N
≤ µ0 ≤ x̄+ tα/2

√
s2

N

)
= 1− α

从⽽
[
x̄− tα/2

√
s2

N , x̄+ tα/2

√
s2

N

]
就是我们想要的置信区间。例如，对于⼀个

N = 30的正态样本，x̄ = 3，s2 = 5，如果我们想要得到 95%置信⽔平下的置信
区间，查表（d.f. = 29）得到 tα/2 = 2.0452，因⽽置信下界为 3−2.0452×

√
5/30 ≈

2.17，置信上界为 3+ 2.0452×
√

5/30 ≈ 3.83。如图 (4) 所⽰，其中红⾊区域为
左右两个概率为 α/2 的区域，中间的⼀块即为所要求的置信区间。

例 18. 如果样本 xi ∼ N
(
µ0, σ

2
0

)
i.i.d, i = 1, ..., N，为了得到 σ2

0 的 95% 的置
信区间，我们⾸先找到基准统计量，要求在基准统计量中，只有 σ2

0 是未知的，
其他都是已知的。在例 (16) 中，统计量

(N − 1)
s2

σ2
0

∼ χ2
N−1
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满⾜以上条件。如果令 χ2
α/2 = F−1

χ2

(
α
2

)
，χ2

1−α/2 = F−1
χ2

(
1− α

2

)
，我们有：

P

(
χ2
α/2 ≤ (N − 1)

s2

σ2
0

≤ χ2
1−α/2

)
= 1− α

因⽽:

P

(
(N − 1) s2

χ2
1−α/2

≤ σ2
0 ≤ (N − 1) s2

χ2
α/2

)
= 1− α

σ2
0 的 95% 的置信区间为：

[
(N−1)s2

χ2
1−α/2

, (N−1)s2

χ2
α/2

]
。

总结上述两个置信区间的计算，⼀般⽽⾔我们得到置信区间的步骤如下：

1. 给定置信度 1− α；

2. 找到⼀个基准统计量，其中只有所要求的参数是未知的，其他都是已知的；

3. 找到这个基准统计量的分布函数 F (·)；

4. 查表或使⽤计算机计算 F−1
(
α
2

)
以及 F−1

(
1− α

2

)
；

5. 通过不等式变换得到置信区间。

因⽽，计算置信区间最关键的步骤即找到基准统计量，并得到此统计量的分布。
尽管上两例给出了正态总体的均值和⽅差的置信区间的计算⽅法，然⽽很

多时候我们的总体并不是⼀定来⾃于正态总体，很多时候我们很难计算在⾮正
态总体下样本均值的精确分布。然⽽根据中⼼极限定理，在⼀定条件下，有：

√
N (x̄− µ0)

a∼ N (0,Var (x))

因⽽⼤样本条件下，我们可以使⽤中⼼极限定理近似样本均值的分布，从⽽得
到区间估计。

例 19. 根据 2009 年中国城镇住户调查，在 37480 户家庭中，已知家庭年收⼊
均值为 54157.63元，标准差为 38533.96元，那么全国家庭家庭平均收⼊的 95%
置信区间是多少？⾸先⼀般⽽⾔，收⼊⼀般不服从正态分布，但是在⼤样本条件
下，我们知道样本均值近似服从正态分布，因⽽：

x̄− µ0√
s2

N

a∼ N (0, 1)

为基准统计量。如果记 zα/2 = Φ−1
t

(
α
2

)
，查表知 z2.5% = 1.96，因⽽置信下界

为：54157.63− 1.96×
√

38533.962

2963 ≈ 53766.88，同理置信上界约为 54547.12，因
⽽全国家庭家庭平均收⼊的 95% 置信区间为 [53766.88, 54547.12]。
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例 20. 根据 2013 年中国家庭⾦融调查，样本 7711 户家庭中，有 6% 的家庭有
信⽤卡，请问全国持有信⽤卡的家庭⽐例的 95% 置信区间是多少？同样的，⽐
例⼀般不服从正态分布，但是如果把每个家庭是否持有信⽤卡假设为独⽴同分
布的伯努利分布，即 xi ∼ Ber (p0)，那么 x2

i = xi，因⽽ x2 = x̄，从⽽：

s2

N
=

N − 1

N

x2 − x̄2

N
≈ x2 − x̄2

N
=

x̄− x̄2

N
=

x̄ (1− x̄)

N

其中⽐例 p̂ = x̄，从⽽
p̂− p0√
p̂(1−p̂)

N

a∼ N (0, 1)

从⽽置信下界为 p̂ − z2.5%

√
p̂(1−p̂)

N = 0.06 − 1.96 ×
√

0.06×(1−0.06)
7711 ≈ 5.47%，

同理置信上界约为 6.53%，因⽽全国家庭持有信⽤卡⽐例的 95% 置信区间为
[5.47%, 6.53%]。

此外，很多时候我们还对两个样本的差值感兴趣。如果假设两个独⽴的样
本 x1 和 x2，其均值分别为 x̄1 和 x̄2，且 x1i ∼ N

(
µ1, σ

2
1

)
，x2i ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
，

那么 x̄1 ∼ N
(
µ1,

σ2
1

N1

)
，x̄2 ∼ N

(
µ2,

σ2
2

N2

)
，其差值：

x̄1 − x̄2 ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

N1
+

σ2
2

N2

)
因⽽可以使⽤以上分布对 µ1 − µ2 进⾏区间估计。即使两个样本不来⾃于正态
总体，仍然可以使⽤上⾯的中⼼极限定理，通过渐进正态性得到相似的结论。

例 21. 在 2009 年中国城镇住户调查中，共有 23440 位 20-50 岁的男性，以
及 21184 位 20-50 岁的⼥性。已知男性年平均收⼊为 28367.96 元，标准差为
21811.88 元；⼥性年平均收⼊为 20145.77 元，标准差为 16541.08 元。如果假设
男⼥收⼊独⽴，请问男⼥收⼊差异的 95% 置信区间是多少？同上，尽管收⼊不
服从正态分布，但是⼤样本情况下可以使⽤正态分布近似。从⽽：

x̄1 − x̄2
a∼ N

(
28367.96− 20145.77,

21811.882

23440
+

16541.082

21184

)
因⽽其差值的置信区间为 [7864.99, 8579.38]。

最后，根据区间估计，我们还能确定为了达到某⼀精度所需要样本量的⼤
⼩。根据中⼼极限定理，在⼀定条件下，有：

√
N (x̄− µ0)

a∼ N (0,Var (x))

因⽽⼤样本条件下，均值在 1−α置信⽔平下的置信区间为：
[
x̄− zα/2

σ√
N
, x̄+ zα/2

σ√
N

]
，

区间长度应为：2zα/2σ√
N
。可以看到，区间⼤⼩随着样本量的增加⽽减⼩。如果我们
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要求在 1−α置信⽔平下的置信区间的长度为 l，那么样本量应为N =
[
2zα/2σ

l

]2
，

即样本量与精度成⼆次⽅关系。

例 22. 在例 (20) 中，为了使 95% 置信区间长度不超过 1%，需要的样本量为：

N =

[
2zα/2σ

l

]2
=

[
2× 1.96×

√
0.06× (1− 0.06)

0.01

]2
≈ 8667

即需要 8667 户样本。然⽽实际情况中，我们不太可能知道 σ，所以有时预调研
是⾮常重要的。不过在这个例⼦中，我们可以得到⼀个样本量的上界：

N =

[
2zα/2σ

l

]2
=

[
2zα/2

√
p (1− p)

l

]2
≤

[
2zα/2

√
0.5 (1− 0.5)

l

]2
=
[zα/2

l

]2
即在这个例⼦中，如果我们不知道持有信⽤卡的家庭约为 6%，那么需要的样本
数量上界为 38416 户家庭。

习题

1. 计算例 (1) 中两个估计量的 MSE。

2. 求以下分布总体的矩估计，并验证其⽆偏性和⼀致性。

(a) xi ∼ Ber (p)

(b) xi ∼ N
(
µ, σ2

)
(c) xi ∼ P (λ)

3. 若 xi ∼ U (a, b) i.i.d，求其矩估计，并验证其⼀致性。

4. 求以下分布总体的极⼤似然估计，证明其⼀致性并计算估计量的极限分
布。

(a) xi ∼ P (λ)

(b) xi ∼ N (µ, 1)

(c) xi ∼ N
(
0, σ2

)
5. 若 x∗

i ∼ N
(
µ, σ2

)
，但是当 x∗

i ≤ 100 时，我们观察不到 x∗
i，即我们观察

到 xi 满⾜：

xi =

100 x∗
i ≤ 100

x∗
i otherwise

请写出以上问题的对数似然函数。
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6. 编程题：若 xi ∼ Beta (α, β) i.i.d，请写出其矩估计和极⼤似然估计的
实现。（Beta 分布随机数可以使⽤ random.betavariate(alpha, beta) 来⽣
成）。
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