
第⼋节·假设检验
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在上⼀节中，我们讨论了对于未知总体参数 θ 的参数估计问题，包括点估
计和区间估计。很多时候，我们不仅仅需要回答总体参数 θ 是多少的问题，或
者 θ 在什么区间范围以内的问题，还要回答「是不是」的问题，⽐如 θ = θ0 是
不是成⽴？例如，在上⼀节中，我们发现在中国城镇住户调查的数据中，男性收
⼊平均⽐⼥性年收⼊多 8222 元，那么我们是不是可以推断总体男性收⼊的确⽐
⼥性⾼呢？还是仅仅因为抽样的巧合导致了我们计算的男性收⼊⽐⼥性收⼊⾼？
我们可以使⽤假设检验（Hypothesis testing）的⽅法回答此类问题。

1 假设检验

为了讨论假设检验的问题，我们⾸先介绍「假设（hypothesis）」的概念。在
假设检验中，假设指的是关于总体参数 θ 的⼀个命题。⽐如，对于不同总体，我
们可能有如下假设：

1. ⼭东成年男性的平均⾝⾼为 175cm（θ = θ0）

2. 某⽣产线次品率控制在 0.1% 范围内（θ ≤ θ0）

3. 北⽅⼈平均⾝⾼⾼于南⽅⼈（θ1 ≥ θ2）

以上的例⼦都是关于未知总体参数的⼀些猜想。由于总体参数是未知的，我们
只能观察到样本，因⽽我们不能确切的知道以上命题究竟是否成⽴，⽽只能使
⽤样本对以上命题进⾏推断。

需要注意的是，这⾥的假设（hypothesis）与数学命题中的假设（assumption）
是不同的。假设检验中的假设是我们要验证或者推翻的某个命题，⽽数学命题
中的假设则是结论的前提条件。

假设检验中有两个互补的假设：原假设（null hypothesis）和备择假设
（alternative hypothesis），分别⽤ H0 和 H1 来表⽰。如果参数的范围为 Θ，
即总体参数 θ ∈ Θ，⽽原假设为 θ ∈ Θ0，那么备择假设即为原假设的补集，即
θ ∈ Θc

0。⽐如，如果 Θ = R，若原假设是 θ = θ0，那么备择假设就是 θ ̸= θ0；若
原假设是 θ ≥ θ0，那么备择假设就是 θ < θ0。注意原假设⼀般包含等号。

假设检验的过程就是使⽤数据作为「证据」试图推翻原假设的过程，这个过
程与法官判案的过程类似。在法律中，有所谓的「⽆罪推定原则（presumption
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图 1: 拒绝域与第 I 类错误的概率

of innocence）」，即对于犯罪嫌疑⼈，必须先假设其⽆罪，原告⽅有义务提出证
据证明其犯罪，⽽不得强迫嫌疑⼈⾃证其罪。使⽤以上术语，即原假设（H0）为
被告⽆罪，备择假设（H1）为被告有罪，假设检验的⽬的就是使⽤证据（样本
数据）试图推翻原假设（⽆罪）。如果现有证据可以推翻原假设，那么我们称为
拒绝原假设（rejecting H0），即可以认为原假设为假；⽽如果现有证据不能推翻
原假设，即没有充⾜的证据证明原假设为假，那么我们称不能拒绝原假设（not
rejecting H0）。注意「接受原假设（accepting H0）」的说法与「不能拒绝原假
设」的说法有细微差别，如果不能拒绝原假设，可能是由于我们的证据不够充
分，因⽽「不能拒绝原假设」的说法更加准确。基于上述原因，我们⼀般会把想
要推翻的结论放在原假设上。

由于统计⽅法总会存在误差，因⽽基于以上两类假设的推断也会存在犯错
的可能性。在假设检验中，有两种错误可能会发⽣：

1. 第 I 类错误：原假设为真，但是拒绝原假设，即「弃真错误」；

2. 第 II 类错误：备择假设为真，但是接受原假设，即「取伪错误」。

⽐如，如果⼀个被告本来⽆罪，但是错误地判其有罪，那么就犯了第 I 类错误；
⽽如果⼀个被告的确犯罪，但是却判其⽆罪，那么就犯了第 II 类错误。

假设检验⼀般通过设定⼀个检验统计量 T (x)，以及⼀个拒绝域 R，当
T (x) ∈ R 时拒绝原假设。如果记 H0 : θ ∈ Θ0，⽽ H1 : θ ∈ Θc

0，那么第 I
类错误，即原假设为真但是拒绝原假设的概率为：Pθ∈Θ0 (T (x) ∈ R)。

例 1. 如果样本 xi ∼ N (µ0, 1) i.i.d, i = 1, ..., N，µ 为未知总体参数。如果原
假设为 H0 : µ0 = 0，备择假设为 H1 : µ0 ̸= 0，那么 Θ0 = {0}。令检验统计量
T (x) = x̄，如果在原假设条件下，即假设 µ0 = 0，那么 x̄ ∼ N

(
0, 1

N

)
，即如果

原假设成⽴，那么样本均值应该分布在 0 附近。⽽如果我们看到了样本均值距
离 0 ⽐较远，那么说明原假设有可能是不成⽴的。如图 (1) 所⽰，如果取拒绝
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H0 : µ ≥ µ0 H0 : µ = µ0 H0 : µ ≤ µ0

左侧检验 双侧检验 右侧检验

图 2: 单侧检验与双侧检验

域为 R = (−∞,−0.5) ∪ (0.5,∞)，那么：

Pθ0=0 (x̄ ∈ R) = Pθ0=0 (|x̄| > 0.5)

= Pθ0=0

∣∣∣∣∣∣ x̄√
1
N

∣∣∣∣∣∣ > 0.5√
1
N


= 2

1− Φ

 0.5√
1
N


如果令 N = 16，那么 Pθ0=0 (x̄ ∈ R) = 2 (1− Φ(2)) ≈ 4.56%。注意以上概率是
我们在原假设的假设上进⾏计算的，这意味着，如果原假设成⽴，那么得到均值
落在拒绝域，即 x̄ ∈ R = (−∞,−0.5) ∪ (0.5,∞) 的概率为 4.56%。这样，如果
我们采取「如果均值落⼊拒绝域就拒绝原假设」这⼀策略，那么在原假设的条件
下，我们犯错的概率就是 4.56%，即犯第 I 类错误的概率为 4.56%。

此外，如图 (2) 所⽰，根据原假设的不同，检验还可以分为单侧检验和
双侧检验。在上例中我们讨论的是双侧检验，并计算了给定拒绝域的情况下
犯第 I 类错误的概率。然⽽如果原假设是不等于号，我们通常不能精确计算
犯第 I 类错误的概率。此时，值得关注的是犯第 I 类错误的概率的上界，即
supθ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ R)。

例 2. 如果样本 xi ∼ N (µ0, 1) i.i.d, i = 1, ..., N，µ 为未知总体参数。如果原假
设为 H0 : µ0 ≤ 0，那么当 x̄ ⾜够⼤时，可以拒绝原假设。在原假设的条件下，
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当 µ0 = µ < 0 时，如果取拒绝域为 R = (0.5,∞)，那么：

Pµ (x̄ ∈ R) = Pµ (x̄ > 0.5)

= Pµ

 x̄− µ√
1
N

>
0.5− µ√

1
N


= 1− Φ

0.5− µ√
1
N


注意以上概率随着 µ 的增加⽽增加，由于 µ ∈ Θ0 = (−∞, 0]，因⽽其上界：

sup
θ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ R) = 1− Φ

0.5− 0√
1
N

 = 1− Φ

 0.5√
1
N


当 N = 16 时，上式为 1 − Φ(2) ≈ 2.28%，即在原假设 H0 : µ0 ≤ 0 的假设下，
错误拒绝原假设的概率上界为 2.28%，或者等价的，犯第 I 类错误的概率上界
为 2.28%。

在假设检验中，我们希望控制犯第 I 类错误的概率进⾏推断，即给定⼀个
α，找到⼀个拒绝域 Rα，使得 supθ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ Rα) ≤ α。如此，我们便保证
了使⽤拒绝域 Rα 进⾏假设检验，犯第 I 类错误的概率不超过 α。我们称 α 为
显著性⽔平（level of significance），⼀般取 α = 0.01, 0.05, 0.1，⽽ Rα 为⼀
个区间，区间的断点成为临界值（critical value）。更⼩的 α 代表我们对犯第 I
类错误更加不能容忍，因⽽我们会更⼤的概率接受原假设，即拒绝域也会越⼩。

此外，我们还可以定义 p值的概念。p值指的是，给定检验统计量 T (x) = t，
在原假设的条件下，能够取到 t 或者⽐ t 更加极端的值的概率。或者等价的，p

值可以被定义为能够拒绝原假设的最⼩的显著性⽔平，即给定 T (x) = t：

p = inf {α ∈ (0, 1) : t ∈ Rα}

由于检验统计量 T (x)为随机变量，因⽽ p (x) = inf {α ∈ (0, 1) : T (x) ∈ Rα}也
是⼀个随机变量。当 p ≤ 0.01, 0.05, 0.1 时，可以拒绝原假设。如图 (3) 所⽰，绿
⾊区域⾯积即 p 值。

综上，⼀般的假设检验的步骤可以总结如下：

1. 确定原假设 H0 和备择假设 H1；

2. 找到⼀个检验统计量 T (x)（通常为基准统计量）；

3. 确定检验统计量 T (x) 在原假设 H0 下的分布；

4. 设定显著性⽔平 α，并根据 α 确定拒绝域 Rα，若 T (x) ∈ Rα 则在 α 的
显著性⽔平下拒绝原假设；或者根据 T (x) 计算 p 值，若 p < α 则拒绝原
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图 3: p 值的定义

假设。

例 3. 如果样本 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d, i = 1, ..., N，为了检验 H0 : µ = µ0，在 H0

的假定下，x̄ ∼ N
(
µ0,

σ2

N

)
，因⽽可以构建统计量：

t =
x̄− µ0√

s2

N

∼ tN−1

由于是双侧检验，因⽽临界值为 tα/2，拒绝域为 Rα =
(
−∞,−tα/2

)
∪
(
tα/2,∞

)
，

当 |t| > tα/2 时拒绝原假设，即认为 µ ̸= µ0，否则不能拒绝原假设。

例 4. 如果样本 x1i ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
i.i.d, i = 1, ..., N1，x2i ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
i.i.d, i =

1, ..., N2，且两个样本独⽴。为了检验 H0 : σ2
1 = σ2

2，在 H0 的假定下，

(N1−1)s21
σ2
1

/ (N1 − 1)

(N2−1)s22
σ2
2

/ (N2 − 1)
=

s21
s22

∼ F (N1 − 1, N2 − 1)

因⽽其拒绝域为 Rα =
(
0, Fα/2

)
∪
(
F1−α/2,∞

)
例 5. 根据 2009 年中国城镇住户调查，在 37480 户家庭中，已知家庭年收⼊均
值为 54157.63 元，标准差为 38533.96 元，请问在 1%、5% 的显著性⽔平下，是
否可以认为家庭年收⼊均值为 53000 元？在这⾥，原假设为 H0 : µ0 = 53000，
在原假设条件下，我们有：

z =
x̄− µ0√

s2

N

=

√
37480 (x̄− 53000)

38533.96

a∼ N (0, 1)

计算可得 z = 5.82，查表得到在 1% 的显著性⽔平下，拒绝域为 (−∞,−2.58)∪
(2, 58,∞)，显然 z 在拒绝域范围内，因⽽可以拒绝原假设。在 1% 的显著性⽔
平下拒绝原假设，因⽽在 5% 的显著性⽔平下必然也拒绝原假设。
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例 6. 根据 2013 年中国家庭⾦融调查，样本 7711 户家庭中，有 6% 的家庭有
信⽤卡，请问在 5% 的显著性⽔平下，我们是否可以认为我国家庭持有信⽤卡
的⽐例超过了 5%？为了解决这⼀问题，原假设为：H0 : p ≤ 5%，在原假设的条
件下，我们有：

z =
p̂− p√
p(1−p)

N

=
p̂− 5%√
5%(1−5%)

7711

a∼ N (0, 1)

带⼊计算可得检验统计量 z = 4.03。由于是右侧检验，因⽽拒绝域为
(
Φ−1 (0.95) ,∞

)
，

即 (1.65,∞)，4.93 > 1.65，因⽽拒绝原假设，可以认为我国家庭持有信⽤卡的
⽐例超过了 5%。

例 7. 在 2009 年中国城镇住户调查中，共有 23440 位 20-50 岁的男性，以
及 21184 位 20-50 岁的⼥性。已知男性年平均收⼊为 28367.96 元，标准差为
21811.88 元；⼥性年平均收⼊为 20145.77 元，标准差为 16541.08 元。如果假设
男⼥收⼊独⽴，请问在 5% 的显著性⽔平下，是否可以认为男⼥收⼊差异没有
超过 10000 元？这⾥，原假设为 H0 : µ1 − µ2 ≥ 10000，在原假设的条件下，我
们有：

z =
(x̄1 − x̄2)− (µ1 − µ2)√

σ2
1

N1
+

σ2
2

N2

a∼ N (0, 1)

由于 x̄1−x̄2 = 28367.96−20145.77 = 8222.19，σ2
1

N1
+

σ2
2

N2
= 21811.882

23440 + 16541.082

21184 =

33212.60，µ1 − µ2 = 10000，因⽽ z = −9.76。由于是左侧检验，因⽽拒绝域为
(−∞,−1.65)，可以拒绝原假设，即可以认为男⼥收⼊差异没有超过 10000 元。

2 评价检验的⽅法

根据以上的假设检验步骤，我们知道假设检验可以控制犯第 I 类错误的概
率，然⽽对于假设检验⽽⾔，还有犯第 II 类错误的可能性，即当我们⽆法拒绝
原假设的时候，备择假设可能是成⽴的。为了研究第 II 类错误的概率，我们引
⼊假设检验的势（power）的概念。

定义 1. 对于⼀个假设检验及其拒绝域 R，检验的势函数（power function）即
给定 θ 拒绝原假设的概率，即 β (θ) = Pθ (T (x) ∈ R)。

注意在以上定义中我们并没有限定 θ ∈ Θ0 或者 θ ∈ Θc
0，因⽽理想的情况

下，当 θ ∈ Θ0 时，β (θ) 应该接近于 0，⽽当 θ ∈ Θc
0 时，β (θ) 应该接近于 1。

当 θ ∈ Θc
0，即备择假设为真时，没有拒绝原假设的概率，即 1− β (θ)，即犯第

II 类错误的概率。

例 8. 若样本 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
i.i.d, i = 1, ..., N，且 σ2 已知，设原假设为 H0 :

µ ≤ µ0，备择假设为 H1 : µ > µ0，那么可以构建检验统计量为：

T (x) =
x̄− µ0√

σ2

N

∼ N (0, 1)
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图 4: 势函数

在原假设的条件下，若给定 α = 0.05，那么 R0.05 = (z0.95,∞)。因⽽，给定 µ，
势函数为：

β (θ) = Pµ (T (x) ∈ R0.05)

= Pµ

 x̄− µ0√
σ2

N

> z0.95


= Pµ

 x̄− µ√
σ2

N

> z0.95 +
µ0 − µ√

σ2

N


= 1− Φ

z0.95 +
µ0 − µ√

σ2

N


图 (4) 给出了当 µ0 = 0，N = 16，σ2 = 1 时的势函数。注意当 µ → −∞ 时，
β (µ) → 0；当 µ = µ0 时，β (µ) = 0.05；⽽当 µ → ∞ 时，β (µ) → 1，且 β (θ)

是 µ 的单调递增函数。这意味着，在当原假设为真时，即 µ ≤ µ0 时，拒绝原假
设的概率总是⼩于等于 α = 0.05 的，这与我们假设检验控制第 I 类错误的概率
是⼀致的。⽽当 µ > µ0 时，随着 µ 的增⼤，犯第 II 类错误的概率也随之降低。
此外，注意到，犯第 II 类错误的概率是随着样本量 N 的增⼤⽽减⼩的。

观察图 (4) 我们会发现，不管样本量 N 再⼤，当真值 θ > θ0，但是差异很
⼩时，第 II 类错误概率 1− β (θ) 仍然会⽆线趋向于 1− α。因⽽当备择假设为
真，但是真值与原假设⾮常接近时，仍然需要样本量⾮常⼤才能够正确的拒绝
原假设。

介于此种情况，我们可以引⼊⽆差异区域（indifference region），即虽然备
择假设为真，但是 θ 与 θ0 的差异⾜够的⼩，我们认为在这个区域⾥⾯错误接
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受原假设也是可以接受的。例如，如果我们设计实验研究 wifi 会不会致癌，即
看照射组合⾮照射组的实验对象患癌症的概率是否显著⼤于 0，即 H0 : µ ≤ 0。
假设 wifi 的确会致癌，但是致癌的概率充分的接近于 0，根据图 (4) 我们会发
现，如果我们想要正确的拒绝原假设，需要⾮常⼤的样本量才能保证以⼀个⽐
较⼤的概率 β 拒绝原假设。然⽽如果我们认为，致癌概率在⼀定的范围内，⽐
如 [0,∆) 内，是可以接受的，那么我们可以据此设计样本量，保证以⼀个确定
的概率拒绝原假设。

如果我们希望，当 µ = ∆ 时，⾄少以 β 的概率拒绝原假设，那么

β = 1− Φ

zα +
0−∆√

σ2

N


从⽽

N =
[ σ
∆

(zα − z1−β)
]2

例 9. 在上例中，记实验组（wifi照射）得癌症的概率为 p1，对照组（⽆ wifi照射）
得癌症的概率为 p2，我们关注的关键变量为 µ = p1 − p2，原假设为 H0 : µ ≤ 0。
如果拒绝原假设，即可以认为 wifi照射会致癌。如果假设两组的样本量相同，那
么：

Var (µ̂) = Var (p̂1 − p̂2) = Var (p̂1) + Var (p̂2) =
p1 (1− p1) + p2 (1− p2)

N

在原假设下，可以认为 p1 = p2，那么 Var (µ̂) = 2p1(1−p1)
N 。如果取∆ = 0.001, β =

0.8，记我们希望当 wifi 致癌的概率为千分之⼀时，我们希望以 80% 的概率拒
绝原假设，取 α = 0.05，那么所需样本量为：

N =

[
2
√
p1 (1− p1)

∆
(1.65− 0.15)

]2

= 4

(
1.65− 0.15

0.0001

)2

[p1 (1− p1)]

如果⾃然条件下，癌症发病率为 0.2%，即当 p1 = 0.002 时，上述样本量⼤
概需要 N = 17964 个。⽽反过来，如果样本量⾜够⼤，那么 µ 与 µ0 的⼀些⾮
常细微的差别也⾜以导致统计上的显著性，尽管很多时候这种细微的差别⼏乎
没有现实意义。因⽽，即使数据中可以得到统计上显著的结果，特别是在样本
量⾮常⼤的情况下，我们仍然要注意这些结果是不是有「经济显著性（economic
significancy）」，即这些差别在现实中是不是⾜以引起重视。

3 构造假设检验的⽅法

在以上两节中我们介绍了假设检验的⼀般概念和思路。我们知道，如果在
原假设 H0 的条件下得到检验统计量及其抽样分布，我们就可以使⽤上节中给
出的步骤进⾏假设检验。尽管上⼀节中我们讨论了单个样本、多个样本均值的
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假设检验，然⽽很多时候我们可能希望对不⽌⼀个参数进⾏假设检验，或者对
参数的函数进⾏假设检验。⼀般的，记我们的原假设为：

H0 : C (θ) = 0

其中 θ ∈ Rk，C (θ) ∈ Rr，且 C (θ) 为 θ 的连续可微函数。那么⼀般的，我们可
以通过如下两个⽅法构造假设检验。

3.1 Wald 检验

如果对于 θ 的估计，我们已经有 θ̂ ∼ N (θ,Σ)，那么使⽤ Delta ⽅法：

C
(
θ̂
)
= C (θ) + C̈

(
θ̂ − θ

)
+ o

(∣∣∣θ̂ − θ
∣∣∣)

其中 C̈ = ∂C (θ) /∂θ 为 r × k 的矩阵，且假设 rank
(
C̈
)
= r，那么在原假设的

条件下，：
C
(
θ̂
)
= C̈

(
θ̂ − θ

)
+ op (1) ∼ N

(
0, C̈ΣC̈ ′

)
进⽽我们可以构建检验统计量：

C ′
(
θ̂
) [

C̈ΣC̈ ′
]−1

C
(
θ̂
)
∼ χ2

r

因⽽可以使⽤以上检验统计量对原假设进⾏假设检验。

3.2 似然⽐检验

在原假设的条件下，如果可以使⽤极⼤似然估计对 θ 进⾏估计，那么我们
可以在 H0 的约束下对 θ 进⾏估计，即：

θ̃ = arg max
θ

L (θ|x)

s.t.C (θ) = 0

与此同时，我们还可以估计⽆约束的极⼤似然估计：

θ̂ = arg max
θ

L (θ|x)

由于 θ̃是在约束条件下得到的，⽽ θ̂是在⽆约束的条件下得到的，因⽽ L
(
θ̂|x

)
≥

L
(
θ̃|x

)
。如果原假设成⽴，即 C (θ) = 0，那么 θ̃ 是和 θ̂ 应该充分接近，因⽽

L
(
θ̂|x

)
和 L

(
θ̃|x

)
也应该充分接近；但是如果 L

(
θ̂|x

)
> L

(
θ̃|x

)
成⽴，那么
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我们可以认为 C (θ) = 0 是不成⽴的。实际上，我们可以得到：

LR = 2
[
L
(
θ̂|x

)
− L

(
θ̃|x

)]
∼ χ2

r

因⽽我们可以根据以上结论对 C (θ) = 0 进⾏检验。

例 10. 如果 xi ∼ P (λ) , i = 1, ..., N，如果原假设为 H0 : λ = 1，那么⽆约束
时，λ̂ = x̄，⽽有约束时，λ̃ = 1。其似然函数分别为：

L
(
λ̂|x

)
=

N∑
i=1

[
xi ln

(
λ̂
)
− ln (xi!)− λ̂

]
=

N∑
i=1

[xi ln (x̄)− ln (xi!)− x̄]

L
(
λ̃|x

)
=

N∑
i=1

[
xi ln

(
λ̃
)
− ln (xi!)− λ̃

]
=

N∑
i=1

[xi ln (1)− ln (xi!)− 1]

因⽽检验统计量为：

LR = 2

[
N∑
i=1

[xi ln (x̄)− ln (xi!)− x̄]−
N∑
i=1

[xi ln (1)− ln (xi!)− 1]

]

= 2

[
N∑
i=1

[xi ln (x̄)− x̄+ 1]

]
= 2N [ln (x̄) x̄− x̄+ 1] ∼ χ2

1

题ܠ

1.（程序题）⽣成⼀系列正态分布 xi ∼ N
(
µ, σ2

)
，给定不同的 µ ∈ [−2, 2]，

在 H0 : µ = 0 的条件下，对于固定的 µ，重复 1000 次假设检验的过程，
并计算对于每⼀个 µ，在 H0 : µ = 0 的条件下拒绝原假设的⽐率（power
function）。

2.（程序题）对于⽐例的检验，在 H0 : p = p0 的原假设下，我们有如下两个
渐进等价的⽅法：

p̂− p√
p0(1−p0)

N

a∼ N (0, 1)

以及：
p̂− p√
p̂(1−p̂)

N

a∼ N (0, 1)

分别模拟两种检验⽅法在⼩样本（N = 15）和⼤样本（N = 50）条件下的
势函数，并进⾏⽐较。

3.（程序题）请使⽤对数似然⽐检验，在 H0 : p = p0 的原假设下，写出对样
本⽐例的检验统计量，并使⽤数值模拟计算出其势函数，并于上题中的势
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函数进⾏⽐较。
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