
习题答案

司继春

上海对外经贸⼤学统计与信息学院

1 概率

练习 1. 整数集 Z是可数集还是不可数集？有理数集 Q是可数集还是不可数集？
开区间 (0, 1) 是可数集还是不可数集？

解答. 整数集 Z 是可数集，有理数集 Q 是可数集，开区间 (0, 1) 是不可数集。

练习 2. 思考题：标准篮球的直径为 24.6cm，⽽标准篮筐的直径为 45cm，如果
篮球垂直⼊框，中⼼落点均匀的落在篮筐内，请问投出空⼼球的概率有多⼤？如
果篮球以 60◦ ⾓⼊框呢？篮球以多⼤的⾓度⼊框则不可能投出空⼼球？

练习 3. 试⽤交、并、补三个运算表⽰ (E△F )
c。

解答. E∆F = (E\F ) ∪ (F\E) = (E ∩ F c) ∪ (F ∩ Ec)

练习 4.

1. 上例中，包含 {♣} 的最⼩ σ-代数是？

2. 现在抛⼀枚骰⼦，则结果的样本空间为 Ω4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，那么包含所
有单个样本点的 σ-代数 F4 中有多少个事件？

解答. 1. {∅,Ω, {♣} , {♡,♠,♢}} 2.
(

6

0

)
+

(
6

1

)
+

(
6

2

)
+ · · ·+

(
6

6

)
=

26 = 64

练习 5. 百年⼀遇的⾃然灾害（即每年发⽣的概率为 p = 1%）10 年期间⾄少发
⽣ 1 次的概率是多少？（假设这种⾃然灾害每年发⽣与否是独⽴的）

解答. 1− (1− 1%)
10 ≈ 9.6%

练习 6. 七个⼈玩桌游「炸碉堡」，经过第⼀轮投票，已知第⼀轮三个⾏动⼈中
有⼀个是坏⼈，剩下的四个⼈中也有⼀个是坏⼈。如果在第⼆轮中由你选择三
个⼈作为⾏动⼈，你的⽬标是尽可能的选出三个好⼈。你有如下三个策略：

1. 从三个⼈中选⼀个，另外四个⼈中选两个
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1 概率 2

2. 从三个⼈中选两个，另外四个⼈中选⼀个

3. 完全从四个⼈中选出新的三个

请问以上三个策略中，哪⼀个策略选出三个好⼈的概率最⾼？

练习 7. 给定任意⼀个连续的分布函数 F 及由其定义的概率函数 P，R 上的单
点集 {a, a ∈ R} 的概率 P ({a, a ∈ R}) 是多少？根据概率函数的性质，R 上的
任意可数集的概率 P ({ai, i = 1, 2, . . . , ai ∈ R}) 是多少？所以概率为 0 的事件
⼀定是不可能事件么？

解答. 由于函数 F (x) 为连续函数，因⽽：

P ({a, a ∈ R}) = lim
n→∞

P

(
(a− 1

n
, a]

)
= lim

n→∞

[
F (a)− F

(
a− 1

n

)]
= 0

⽽由于 {ai, i = 1, 2, . . . , ai ∈ R} 为可数集，因⽽：

P ({ai, i = 1, 2, . . . , ai ∈ R}) =
∞∑
i=1

p ({ai}) =
∞∑
i=1

0 = 0

因⽽概率为 0 的时间不⼀定就是不可能事件。

练习 8. 试证明定理 (4)。

解答. 1. 1 = P (Ω) = P (A) + P (Ac) ,P (Ω\A) ≥ 0 ⇒ P (Ω\A) ≤ 1

2. 1 = P (Ω) = P (A) + P (Ac) ⇒ P (Ac) = 1− P (A)

3. 1 = P (Ω) = P (Ω) + P (∅) ⇒ P (∅) = 0

4. 由于 A\B = A ∩ Bc，因⽽ (A\B) ∩ (A ∩B) = (A ∩Bc) ∩ (A ∩B) =

A ∩ (Bc ∩B) = ∅，同时由于 (A\B) ∪ (A ∩B) = (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) = A ∩
(Bc ∪B) = A，因⽽ P (A\B) = P (A)− P (A ∩B)。

由于 (A\B) ∩ B = (A ∩Bc) ∩ B = ∅，(A\B) ∪ B = (A ∩Bc) ∪ B =

(B ∪A)∩(B ∪Bc) = (B ∪A)，从⽽P (B ∪A) = P (A\B)+P (B) = P (A)−
P (A ∩B) + P (B)。

5. 同上，P (B\A) = P (B)−P (A ∩B)，由于 A ⊂ B，所以P (A ∩B) =

P (A)，所以 P (A) = P (B)− P (B\A) ≤ P (B)。
6. 令 B1 = A1，对于 i > 1，令 Bi = Ai\

(∪i−1
j=1 Aj

)
，从⽽ Bi ∩ Bj = ∅，

且

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

( ∞∪
i=1

Bi

)
=

∞∑
i=1

P (Bi) ≤
∞∑
i=1

P (Ai)

7. 由于 Ci ∩ Cj = ∅，且
∪

i Ci = Ω，所以 (A ∩ Ci) ∩ (A ∩ Cj) = A ∩
(Ci ∩ Cj) = ∅，

∪
i (A ∩ Ci) = A∩(

∪
i Ci) = A∩Ω = A，所以

∑∞
i=1 P (A ∩ Ci) =

P (
∪

i (A ∩ Ci)) = P (A)。
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练习 9. 请给出两个事件⾄少有⼀个发⽣的概率，P (A ∪B)的⼀个上界和⼀个
下界。

解答. P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B)，由于 0 ≤ P (A ∩B) ≤
min (P (A) ,P (B))，从⽽：

P (A)+P (B)−min (P (A) ,P (B)) = max (P (A) ,P (B)) ≤ P (A)+P (B)−P (A ∩B)

以及：
P (A) + P (B)− P (A ∩B) ≤ P (A) + P (B)

练习 10. 试证明定理 (7)。

解答. 由于：

P (A ∩Bc) = P (A\B)

= P (A)− P (A ∩B)

= P (A)− P (A) · P (B)

= P (A) (1− P (B))

= P (A)P (Bc)

其他同理。

2 随机变量

练习 11. 在研究中，对收⼊等变量取对数是⾮常常见的处理⼿段。如果 X > 0

代表总体收⼊，那么 E (X) 和 exp [E (lnX)] 哪⼀个更⼤？

解答. ⽐较 E (X) 和 exp [E (lnX)] 等价于⽐较 ln [E (X)] 和 E (lnX)，由于
ln (·)函数为凹函数，根据 Jensen不等式，有 ln [E (X)] ≥ E (lnX)，即 E (X) ≥
exp [E (lnX)]

练习 12. 如果 r.v.X ∼ Binomial (n, p)，求随机变量 Y = n−X 的概率质量函
数。

解答. P (Y = k) = P (n−X = k) = P (X = n− k) =

(
n

n− k

)
pn−k (1− p)

k

练习 13. 求对数正态分布（Y = eX , X ∼ N (0, 1)）的概率密度函数。

解答. Y 的分布函数：
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P (Y ≤ y) = P
(
eX ≤ y

)
= P (X ≤ ln y)

= Φ (ln y)

因⽽其密度函数：
f =

1

y

1√
2π

e−
(ln(y))2

2

练习 14. 证明：对于⼀个随机变量X ∼ FX，随机变量 Y = FX (X) ∼ Uniform (0, 1)。

解答. Y ∈ [0, 1]，其分布函数：

P (Y ≤ y) = P (FX (X) ≤ y)

= P
(
X ≤ F−1

X (y)
)

=

∫ F−1
X (y)

−∞
dFX

= FX

(
F−1
X (y)

)
− FX (−∞)

= y − 0 = y

因⽽ Y ∼ Uniform (0, 1)。

练习 15. 使⽤任何编程语⾔，通过均匀分布⽣成 100 个 Logistic 分布（分布函
数 ex

1+ex）的随机数，并将理论的分布函数及其经验分布函数画在⼀张图中。其
中经验分布函数的定义为：

F̂ (x) =
1

N

N∑
i=1

1 (Xi ≤ x)

即样本中⼩于 x 的样本的 s ⽐例。观察两者是否贴近？⽣成 1000 个数据，重复
以上步骤，并⽐较两张图的差异。

练习 16. 使⽤任何编程语⾔，通过均匀分布⽣成 100 个服从泊松分布（λ = 1）
的随机数，并计算均值。

3 常⽤分布

练习 17. 求负⼆项分布的⽅差。
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解答. 由于：

E
(
Z2
)

=
∞∑
z=r

z2 ·

(
z − 1

r − 1

)
pr (1− p)

z−r

=
∞∑
z=r

z2 · (z − 1)!

(r − 1)! (z − r)!
pr (1− p)

z−r

=
r

p

∞∑
z=r

(z + 1− 1)
z!

r! (z − r)!
pr+1 (1− p)

z−r

=
r

p

∞∑
z=r

(z + 1)
z!

r! (z − r)!
pr+1 (1− p)

z−r

−r

p

∞∑
z=r

z!

r! (z − r)!
pr+1 (1− p)

z−r

=
r

p

∞∑
z=r

(z + 1)!

r! (z − r)!
pr+1 (1− p)

z−r − r

p

=
r

p

∞∑
z=r

(r + 1)

p

z′!

r′! (z′ − r′)!
pr

′+1 (1− p)
z−r − r

p

=
r (r + 1)

p2
− r

p
=

r2 + r − rp

p2

(r′ = r + 1, z′ = z + 1)

从⽽ Var (Z) = E
(
Z2
)
− [E (Z)]

2
= r2+r−rp

p2 − r2

p2 = r(1−p)
p2

练习 18. 证明⼏何分布的⽆记忆性。

解答. 根据条件概率的定义，由于 s > t，

P (V > s|V > t) =
P (V > s, V > t)

P (V > t)
=

P (V > s)

P (V > t)
=

ps

pt
= ps−t = P (V > s− t)

练习 19. 计算泊松分布的⽅差。
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解答. 由于：

E
(
X2
)
= e−λ

∞∑
x=0

x2λ
x

x!

= λe−λ
∞∑
x=1

x
λx−1

(x− 1)!

= λe−λ
∞∑
x=1

(x− 1 + 1)
λx−1

(x− 1)!

= λe−λ
∞∑
x=1

(x− 1)
λx−1

(x− 1)!
+ λe−λ

∞∑
x=1

λx−1

(x− 1)!

= λe−λ
∞∑

x′=0

x′λ
x′

x′!
+ λ

= λ2 + λ

(x′ = x− 1)

从⽽其⽅差：Var (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]

2
= λ2 + λ− λ2 = λ

练习 20. 计算 Γ (α, β) 分布的⽅差。

解答. 由于：

E
(
X2
)
=

∫ ∞

0

x2 1

Γ (α)βα
xα−1e−x/βdx

= αβ

∫ ∞

0

x
1

Γ (α+ 1)βα+1
xαe−x/βdx

= αβ

∫ ∞

0

1

Γ (α+ 1)βα+1
xα+1e−x/βdx

= αβ

∫ ∞

0

1

Γ (α+ 2)βα+2
(α+ 1)βxα+1e−x/βdx

= αβ (α+ 1)β

∫ ∞

0

1

Γ (α+ 2)βα+2
xα+1e−x/βdx

= α (α+ 1)β2

因⽽ Var (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]

2
= α (α+ 1)β2 − α2β2 = αβ2

练习 21. 求标准正态分布的偏度、峰度。
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解答. 根据标准分布的对称性，E
(
X3
)
= 0，⽽

1√
2π

∫
R
x2e−

x2

2 dx =
1√
2π

1

2

∫
R
xe−

x2

2 dx2

=
1√
2π

[
1

2
x3e−

x2

2

]∞
−∞

− 1

2

1√
2π

∫
R
x2dxe−

x2

2

= −1

2

1√
2π

∫
R
x2
(
1− x2

)
e−

x2

2 dx

= −1

2

1√
2π

∫
R
x2dx+

1

2

1√
2π

∫
R
x4e−

x2

2 dx

从⽽：

1√
2π

∫
R
x4e−

x2

2 dx = 3 · 1√
2π

∫
R
x2dx

= 3

练习 22. Pareto 分布的密度函数为：

f (x|a, β) = β · aβx−(β+1), x > a

那么 Pareto 分布是否属于指数分布族？

解答. f (x|a, β) = 1(a,∞) (x) exp {− (β + 1) · x+ lnβ + β ln a}，由于 1(a,∞) (x)

不仅仅依赖于 x 还依赖于 a，所以不属于指数分布族。

练习 23. 请⽤定理 (1) 计算指数分布、泊松分布的期望和⽅差。

解答. 对于指数分布，其密度函数：f (x|β) = 1(0,∞) (x) exp
{
−x · 1

β − lnβ
}
，可

知 T (X) = X。令 λ = − 1
β，那么其规范形式为：f (x|β) = 1(0,∞) (x) exp

{
x · λ− ln

[
− 1

λ

]}
，

因⽽

E (X) =
∂ ln

[
− 1

λ

]
∂λ

= −λ · 1

λ2
= − 1

λ
= β

⽽其⽅差为：

Var (X) =
∂2 ln

[
− 1

λ

]
∂λ2

=
1

λ2
= β2

对于泊松分布，其密度函数：P (x|λ) = 1
x! exp {x ln (λ)− λ}，可知 T (X) =

X。令 δ = lnλ，其规范形式为：P (x|λ) = 1
x! exp

{
xδ − eδ

}
。从⽽ E (X) = eδ = λ，

Var (X) = eδ = λ。

练习 24. 对于⼀个向量 x ∈ Rn 以及⼀个权重向量 w ∈ Rn，
∑n

i=1 wi = ι′w = 1，
我们希望计算其加权平均：

x̄w =
n∑

i=1

wi · xi

请写出⼀个幂等矩阵 Pw 使得 Pwx = x̄wι。
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解答. 令 Pω = ιω′，从⽽ P 2
ω = ιω′ιω′ = ιω′ = Pω，所以 Pω 为幂等矩阵。同时

ω′x = x̄ω，所以 Pωx = ιω′x = x̄ωι

练习 25. 若随即向量 (U, V ) 的分布函数为：

FU,V (u, v) =
uv

1− θ (1− u) (1− v)
, θ ∈ [−1, 1)

其中 P (U ∈ [0, 1]) = 1, P (V ∈ [0, 1]) = 1，求其边缘分布函数和边缘密度函数。

解答. U 的边缘分布：

FU (u) = FU,V (u,∞)

= FU,V (u, 1)

=
u

1− θ (1− u) (1− 1)

= u

因⽽边缘密度函数 fU (u) = 1, 0 ≤ u ≤ 1。

练习 26. 如果⼀个随机变量 X ∼ N (0, 1)，现如下定义随机变量 Y：

Y =

X − 2 with prob 0.5

X + 2 with prob 0.5

求 Var (Y )。

解答. 如果令随机变量 Z ∼ Ber (0.5)，且独⽴于 X，那么 Y = Z · (X − 2) +

(1− Z)·(X + 2) = X+2−4Z。因⽽：E (Y ) = E (X + 2− 4Z) = 0+2−4E (Z) =

2− 4 · 0.5 = 0，同时

Var (Y ) = Var (X + 2− 4Z)

= Var (X) + 16Var (X)

= 1 + 16 · 0.5 · 0.5 = 5

练习 27. 证明 g (X) · E (Y |X) = arg minh∈H

{
E
[
(g (X) · Y − h (X))

2
]}
。

解答. 反证法，假设

h0 (X) = arg min
h∈H

{
E
[
(g (X) · Y − h (X))

2
]}

且 h0 (X) ̸= g (X) · E (Y |X)，那么令

h′ (X) = h0 (X) +
E [(g (X)Y − h0 (X)) g (X)E (Y |X)]

E
[
(g (X)E (Y |X))

2
] g (X)E (Y |X)
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验证 E
[
(g (X) · Y − h′ (X))

2
]
< E

[
(g (X) · Y − h0 (X))

2
]
，因⽽ h0 (X) 不可

能是原问题的解。注意在分⼦上，

E [(g (X)Y − h0 (X)) g (X)E (Y |X)] = E {E [(g (X)Y − h0 (X))] |X}

= E {g (X)E (Y |X)E [(g (X)Y − h0 (X)) |X]}

= E {g (X)E (Y |X) [g (X)E (Y |X)− h0 (X)]}

练习 28. 证明 Var (Y ) = Var [E (Y |X)] + E [Var (Y |X)]

解答. 两项分开来看：

Var [E (Y |X)] = E[E (Y |X)− E (Y )]
2

= E
[
(E (Y |X))

2
+ (E (Y ))

2 − 2E (Y )E (Y |X)
]

= E
[
(E (Y |X))

2
]
− (E (Y ))

2

E [Var (Y |X)] = E
(
Y 2
)
− E

[
[E (Y |X)]

2
]

练习 29. 使⽤练习 (28) 中的结论，计算例 (??) 中的 Var (M)。

解答. 由于 Var (M) = Var (E (M |N))+E (Var (M |N))，其中 E (M |N) = Np，因
⽽ Var (E (M |N)) = Var (Np) = p2Var (N) = p2λ，⽽ Var (M |N) = Np (1− p)，
从⽽ E (Var (M |N)) = E (Np (1− p)) = λp (1− p)。从⽽ Var (M) = p2λ+λp−
λp2 = λp。

练习 30. 如果随机变量 X 和 Y 相互独⽴，求 E (Y |X)。

解答. 由于 X 和 Y 相互独⽴，从⽽：

E (Y |X) =

∫
yfY |X (y|x) dy

=

∫
y
fX,Y (x, y)

fX (x)
dy

=

∫
y
fX (x) fY (y)

fX (x)
dy

= E (Y )

练习 31. 使⽤上述结论，产⽣⼀组⼆维正态随机变量 X = (X1, X2)，使得第⼀
个分量⽅差为 1，第⼆个分量⽅差为 2，且其相关系数为 0.5。

练习 32. Γ 分布是否属于指数分布族？
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解答. 其密度函数：

f (x|α, β) = 1(0,∞)
1

Γ (α)βα
xα−1e−x/β

= 1(0,∞) exp
{
(α− 1) lnx− 1

β
x− ln (Γ (α))− α lnβ

}
因⽽属于指数分布族。

练习 33. 使⽤正态分布的规范形式求 EX3 及 EX4，并验证 ∂2C(λ)
∂λ∂λ′ 的正定性。

解答. 对于正态分布，其中 T (X) =
(
X2, X

)′，且
∂C (λ)

∂λ
=

[
λ2
2

4λ2
1
− 1

2λ1

− λ2

2λ1

]

那么：

Var
((

X2, X
)′)

=
∂2C (λ)

∂λ∂λ′

=

 1
2λ2

1
− λ2

2

2λ3
1

λ
2λ2

1

λ2

2λ2
1

− 1
2λ1


=

[
2σ4 + 4µ2σ2 2µσ2

2µσ2 σ2

]

= σ2

[
2σ2 + 4µ2 2µ

2µ 1

]

其正定性可以根据特征根全都⼤于 0 判断。
⽽由于：

Var
((

X2, X
)′)

= E

[(
X2

X

)(
X2, X

)]
− E

[(
X2

X

)]
E
[(
X2, X

)]
= E

[(
X2

X

)(
X2, X

)]
−

(
µ2 + σ2

µ

)(
µ2 + σ2, µ

)
从⽽：

E

[(
X2

X

)(
X2, X

)]
= Var

((
X2, X

)′)
+

(
µ4 + σ4 + 2µ2σ2 µ3 + µσ2

µ3 + µσ2 µ2

)

=

(
µ4 + 3σ4 + 6µ2σ2 µ3 + 3µσ2

µ3 + 3µσ2 µ2 + σ2

)

练习 34. 对于⼀个⼆项分布 X ∼ Bi (N, p)，N 已知，那么若将 p视为变量，那
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么其共轭先验是什么分布？

解答. 对于⼆项分布，有：

P (x|p) =

(
N

x

)
exp {x [ln (p)− ln (1− p)] +N ln (1− p)}

=

(
N

x

)
exp {x ln (p) + (N − x) ln (1− p)}

现在将参数 p 看成变量，得到：

πt (p) = exp {t1 ln (p) + t2 ln (1− p)− ln [k (t)]}

可以看到应该是 Beta 分布

4 ⼤样本理论

练习 35. 写程序近似逼近正态分布的分布函数并画图。

练习 36. 请找出⼀项表达式使其与如下序列渐进等价：

1. lnn+ 1
2n

2. lnn+ ln (lnn)

3. n2 + en

练习 37. 请确定 an =
√

logn 与 bn = log (
√
n) 的阶。

练习 38. 请问如下命题是否成⽴？若成⽴，请给出证明，若不成⽴，请给出反
例：

1. an = o (bn) , cn = o (bn)，那么 an + cn = o (bn)。

2. an = o (bn) , cn = o (dn)，那么 an + cn = o (bn + dn)。

解答. 1. 成⽴，
∣∣∣an+bn

cn

∣∣∣ ≤ ∣∣∣an

cn

∣∣∣+ ∣∣∣ bncn ∣∣∣
2. 不成⽴，an = 1

n2 , bn = 1
n , cn = 1

n3 , dn = − 1
n，因⽽ bn + dn = 0。

练习 39. 如果 h = nq,−1 < q < 0，an = 1
n2h2 + 10

n3h，bn = 3h3 + 10h4，求 q

使得 an + bn 以最快的速度趋向于 0。

解答. 由于 q < 0，因⽽ n2h2

n3h = nq

n = nq−1 → 0，从⽽ 1
n3h = o

(
1

n2h2

)
，从⽽

an = O
(
n−2h−2

)
。⽽同时，bn = O

(
h3
)
，所以 an+ bn = O

(
h3 + n−2h−2

)
，当

q = 2
3 时，an + bn 以最快的速度趋向于 0。



4 ⼤样本理论 12

练习 40. 程序题：给定⼀个 p 和⼀个 n，重复的⽣成 n 个服从伯努利分布的随
机变量，并计算其均值 p̂n。对于 n = 10, 20, 30, ..., 1000 重复以上过程，并将结
果以 n 为 x 轴，将 p̂n 画在⼀张图上观察其收敛性。将伯努利分布换成 Cauthy
分布，再次观察其收敛性。

练习 41. 程序题：给定⼀个 p 和⼀个 n，重复的⽣成 n 个服从伯努利分布的随
机变量，并计算 p̂n。对于每⼀个 n，重复计算出 500个 p̂。对于 n = 3, 10, 30, 100

重复以上过程，并画出每个 n 的情况下 500 个 p̂ 的直⽅图。

练习 42. 程序题：将上述练习中的伯努利分布换成正态分布的平⽅，重复上述
练习的过程。换成 Cauthy 分布，继续重复上述练习的过程。
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