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1 统计量

୞习 1. 等式 Es = σ 是否成⽴？如果成⽴，请证明，如果不成⽴，请指出其⼤
⼩关系。

解答. 由于 Es2 = σ2，⽽ s =
√
s2，σ =

√
σ2，√ 为凹函数，根据 Jesen 不等

式，Es = E
√
s2 ≤

√
Es2 = σ。

୞习 2. 证明 F−1 (q) 是以下最⼩化问题的解：

min
c

Eψq (X − c)

解答. 对上式求⼀阶条件得到：

0 =
∂Eψq (X − c)

∂c

=
∂
∫
R ψq (x− c) dF (x)

∂c

=

∫
R

∂ψq (x− c)

∂c
dF (x)

=

∫ ∞

c

(−q) dF (x) +

∫ c

−∞
(1− q) dF (x)

= −q (1− F (c)) + (1− q)F (c)

= F (c)− q

解上式可得 c = F−1 (q)。

୞习 3. 求以下分布的充分统计量：

1. 泊松分布

解答. 样本的联合分布为：

f (x|λ) =
N∏
i=1

λxi

xi!
e−λ = exp

{
N∑
i=1

[xi ln (λ)− ln (xi!)− λ]

}

1
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令 T (x) =
∑N

i=1 xi，那么：

f (x|λ) = exp
{
T (x) ln (λ)−Nλ−

N∑
i=1

ln (xi!)

}

根据因⼦分解定理可得，T (x) 为充分统计量。

或者，另外⼀种⽅法是，将泊松分布写为指数分布族的形式，即：

f (xi|λ) =
1

xi!
exp {λxi − λ}

因⽽ T (x) =
∑N

i=1 xi 为充分统计量。

2. 指数分布

解答. 样本的联合分布为：

f (x|λ) =
N∏
i=1

1

β
exp

{
−x− a

β

}
= exp

{
N∑
i=1

[
−xi
β

+
a

β
− lnβ

]}

因⽽ T (x) =
∑N

i=1 xi 为充分统计量。

3. 正态分布

解答. 正态分布的密度函数写成指数分布族的形式为：

f
(
xi|µ, σ2

)
=

N∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ)

2

2σ2

}

= exp
{
−1

2
ln (2π)− lnσ − (xi − µ)

2

2σ2

}

= exp
{
−x

2
i − 2µxi + µ2

2σ2
− 1

2
ln (2π)− lnσ

}
= exp

{
− 1

2σ2
x2i +

µ

σ2
xi −

µ2

2σ2
− 1

2
ln (2π)− lnσ

}

因⽽ T1 (xi) = x2i，T2 (xi) = xi，因⽽ T (x) =
[∑N

i=1 x
2
i ,
∑N

i=1 xi

]′
为正

态分布的充分统计量。

2 参数估计

1. 计算例 (??) 中两个估计量的 MSE。
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解答. 在上例中，

s2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)
2

我们知道：
(N − 1) s2

σ2
∼ χ2 (N − 1)

因⽽ E
(

(N−1)s2

σ2

)
= N − 1,Var

(
(N−1)s2

σ2

)
= 2 (N − 1)，即：E

(
s2
)
=

σ2,Var
(
s2
)
= 2σ4

N−1，因⽽ Bias
(
s2
)
= 0，因⽽

MSE
(
s2
)
=

[
Bias

(
s2
)]2

+ Var
(
s2
)
=

2σ4

N − 1

⽽由于 σ̂2 = N−1
N s2，因⽽

Bias
(
σ̂2

)
= E

(
σ̂2

)
− σ2 =

N − 1

N
σ2 − σ2 = − 1

N
σ2

Var
(
σ̂2

)
= Var

(
N − 1

N
s2
)

=
(N − 1)

2

N2
Var

(
s2
)
=

2 (N − 1)σ4

N2

因⽽

MSE (σ̂) = [Bias (σ̂)]2 + Var (σ̂) = 1

N2
σ4 +

2 (N − 1)σ4

N2
=

(2N − 1)σ4

N2

因⽽如果以 MSE 为标准，σ̂2 ⽐ s2 更优。

2. 求以下分布总体的矩估计，并验证其⽆偏性和⼀致性。

(a) xi ∼ Ber (p)

(b) xi ∼ N
(
µ, σ2

)
解答. ⾸先，计算总体矩。即：E (xi) = µ

E
(
x2i

)
= Var (xi) + [E (xi)]

2
= µ2 + σ2

其次，我们有样本矩：m1 = x̄ = 1
N

∑N
i=1 xi

m2 = x2 = 1
N

∑N
i=1 x

2
i
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为了估计未知参数 µ, σ2，我们令样本矩等于总体矩，即：µ̂ = x̄

µ̂2 + σ̂2 = x2

联⽴以上⽅程组，得到估计：µ̂ = x̄

σ̂2 = x2 − µ̂2 = x2 − x̄2

⾸先验证两个估计的⽆偏性。⾸先，对于两个样本矩，我们有：E (m1) = E (x̄) = µ

E (m2) = E
(
x2

)
= E

(
1
N

∑N
i=1 x

2
i

)
= 1

N

∑N
i=1 E

(
x2i

)
= µ2 + σ2

因⽽ E (µ̂) = µ，⽽根据 Jensen 不等式，

E
(
σ̂2

)
= E

(
x2 − x̄2

)
= µ2 + σ2 − E

(
x̄2

)
≤ µ2 + σ2 − [E (x̄)]

2
= σ2

因⽽ µ̂ 是 µ 的⽆偏估计，⽽ σ̂2 不是 σ2 的⽆偏估计。
⽽对于⼀致性，根据⼤数定律，我们有：m1 = x̄

p→ µ

m2 = x2 =
p→ E

(
x2i

)
= µ2 + σ2

因⽽ µ̂ = x̄
p→ µ，⽽ σ̂2 = x2 − x̄2

p→ µ2 + σ2 − µ2 = σ2，即 µ̂ 是 µ

的⼀致估计，⽽ σ̂2 是 σ2 的⼀致估计。

(c) xi ∼ P (λ)

3. 若 xi ∼ U (a, b) i.i.d，求其矩估计，并验证其⼀致性。

解答. ⾸先，计算总体矩。即：E (xi) =
a+b
2

E
(
x2i

)
= Var (xi) + [E (xi)]

2
= (b−a)2

12 + (a+b)2

4

其次，我们有样本矩：m1 = x̄ = 1
N

∑N
i=1 xi

m2 = x2 = 1
N

∑N
i=1 x

2
i
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为了估计未知参数 a, b，我们令样本矩等于总体矩，即：
â+b̂
2 = x̄

(b̂−â)
2

12 +
(â+b̂)

2

4 = x2

联⽴以上⽅程组，得到估计：â = x̄−
√
3
√
x2 − x̄2

b̂ = x̄+
√
3
√
x2 − x̄2

为了验证⼀致性，⾸先根据⼤数定律，有：m1 = x̄
p→ E (xi) =

a+b
2

m2 = x2
p→ E

(
x2i

)
= (b−a)2

12 + (a+b)2

4

因⽽ â
p→ a+b

2 −
√
3

√
(b−a)2

12 = a+b
2 − b−a

2 = a，同理 b̂
p→ b。

4. 求以下分布总体的极⼤似然估计，证明其⼀致性并计算估计量的极限分
布。

(a) xi ∼ P (λ)

解答. 样本 x = (x1, ..., xN )
′ 的联合密度函数为：

f (x|λ) =
N∏
i=1

λxi

xi!
e−λ = exp

{
N∑
i=1

[xi ln (λ)− ln (xi!)− λ]

}

因⽽其对数似然函数为：

L (λ|x) =
N∑
i=1

[xi ln (λ)− ln (xi!)− λ]

最⼤化似然函数，其⼀阶条件为：

N∑
i=1

(xi
λ

− 1
)
= 0

解得：

λ̂ =
1

N

N∑
i=1

xi
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验证⼀致性，直接根据⼤数定律可得：

λ̂ = x̄
p→ E (xi) = λ

⽽根据中⼼极限定理，有：

√
N

(
λ̂− λ

)
=

√
N (x̄− λ)

a∼ N (0,Var (xi))

⽽由于 Var (xi) = λ，因⽽

√
N

(
λ̂− λ

)
a∼ N (0, λ)

即 λ̂
a∼ N

(
λ, λ

N

)
。

(b) xi ∼ N (µ, 1)

(c) xi ∼ N
(
0, σ2

)
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